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摘 要

在本文中, 我们将研究经典 Van Est定理以及李 2群与李 2代数上的 Van Est定

理. 通过考虑李群与李代数的 Van Est双复形,我们使用 de Rham上同调控制了李群

与李代数的上同调的关系. 为得到类似过程,我们在群胚上引入了 2线性空间作为平

展结构,再引入李 2群与李 2代数以及其上的 2表示与上同调,在其交叉模的等价语

言下证明了李 2群与李 2代数特殊情况下的 Van Est定理. 为此,文章在第二章引入

了范畴论和同调代数的必要语言, 以及李群与李代数的经典定理与性质等前置知识.

此外本文中我们也得到了 Chevalley-Eilenberg上同调与分次代数的联系,并使用 Van

Est定理具体计算了几个低维李代数的李群.

关键词：李群与李代数; Van Est定理; 范畴论
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ABSTRACT
In this paper, we will study the classical Van Est theorem and the Van Est theorem

on Lie 2–groups and Lie–2 algebras. By considering the Van Est double complex of Lie

groups and Lie 2–algebras, we use de Rham cohomology to control the relation between

Lie groups cohomology and Lie algebra cohomology. In order to obtain a similar process,

we introduce 2–linear spaces on groupoids as flat structures, and introduce Lie 2–groups

and Lie 2–algebras, and 2–representations and cohomology on them. The Van Est theorem

of Lie 2 groups and Lie 2 algebras is proved with the language of crossed modules in the

special case. In this paper, we also obtained the connection between Chevalley-Eilenberg

cohomology and graded algebras, and used Van Est theorem to calculate the Lie groups of

several specific low-dimensional Lie algebras.

Key Words: Lie groups and Lie algebras, Van Est’s theorem, Category theory
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第 1章 引言

第 1章 引言

1.1问题背景

对称性一直是数学研究中的重要命题, 代数学在漫长时间中都主要研究多项式
方程的求解, 而五次代数方程求解的问题长时间悬而未决. 直至十九世纪, 以 Abel,
Lagrange, Ruffini为代表的数学家们在研究对称性中模糊出群的概念,而伽罗瓦在 19
世纪 30年代首次抽象并建立了群的概念与体系,并使用群理论解决了多项式方程的
代数可解性的刻画.
在 1870年前后, Sophus.Lie在求解微分方程时引入了连续变换群的概念,并使用

其来阐明微分方程的解，将微分方程进行分类. 1874年,他建立了连续变换群的一般
理论, 也就是如今所称的李群. 同时他考虑群单位元处的切空间来刻画群结构, 进而
导出如今称为李代数的代数结构,并发现其四种主要类型. Sophus.Lie的工作开创并
推动了李群与李代数的发展.
李群理论在最初时间内仅与一些微分方程有联系,在 19世纪末,李群理论在代数

学和拓扑学得到了迅速的发展,成为了数学的一个重要分支. 20世纪 50年代,代数群
论和代数几何的方法将李理论的发展推入了一个新的阶段,揭示了李群与函数论,数
论等理论之间的深刻联系. 在现代的观点下, 李理论通过李变换群与几何学, 拓扑学
联系; 通过线性表示论与代数学, 分析学联系. 李群在数学物理以及量子物理中也有
着重要应用. 李代数作为李群的一个局部结构,通过李括号和李群的全局结构约束在
一起. 李代数作为非结合代数, 其概念本身也得到了充分的抽象和研究. 单李代数的
分类,根系和李代数表示是李代数理论中精彩的问题. 李代数如今在数学以及古典力
学,量子力学中有重要的应用. 现在李代数不再仅仅被理解为群论问题线性化的工具,
其还是有限群理论及线性代数中许多重要问题的来源. 李群与李代数的理论各有丰
富的成果,两结构间的关系便自然成为重要的研究命题.
在经典李理论中, 李群是连续且全局的, 而李代数是离散且局部的, 数学中一重

要命题便是衡量二者间的关系. 李群可以局部微分得到李代数,而李的第三定理保证
有限维李代数积分成为一个李群. 此定理的一个传统证明是利用 Ado定理,将李代数
嵌入为有限维线性李代数,再通过李子群与李子代数的对应关系得到所求解. 经典方
法往往涉及复杂的分析学手段. 1953年, W. T. Van Est发表了一篇有关李群与李代数
上同调的论文,在此论文中他构造了李群的群上同调到李代数上同调的 Van Est映射,
并使用 de Rham上同调来控制 Van Est映射的性质. 由于群扩张,李代数扩张的等价
类与其二阶上同调群有一一对应. 作为推论, 在一定条件下, 对于给定的李代数扩张
我们可以找到其李群扩张, 进而从几乎纯几何与代数的方法得到李的第三定理的证
明. 也正因此 Van Est的方法极富有拓展性. 目前 Van Est定理的研究内容扩展到范畴
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第 1章 引言

上,进而产生了李 2群,李 2代数,李群胚上的 Van Est定理一系列丰富的结果.

1.2文章结构与结果

在本文中,我们将首先将在第二章 [2.3]给出李群与李代数的必要前置知识,给出
李群和李代数的关系,以及李群李代数各自的一部分性质. 由于我们将在 [3.1]使用不
同上同调结构,为此我们在 [2.4]提前给出上同调的一般定义,并给出同调代数中我们
所需的部分定理. [2.5]中代数拓扑的定理和公式主要保证了 Van Est定理中我们所需
的李群的上同调连通性,在经典理论中其体现在 [3.5]中的 k–连通,而在 [4.5]讨论李
2结构时其体现在需要李 2群神经中的每个李群的连通性.
在第三章我们主要证明经典 Van Est 定理. 在 [3.1] 我们首先引入李群与李代数

的表示,从而得到 de Rham上同调, Chevalley-Eilenberg上同调与群上同调的结构. 在
[3.2] 我们证明李群与李代数的二阶上同调与其扩张具有一一对应, 从而考虑扩张时
仅需转化为二阶同调群. 在 [3.3], [3.4]我们引入 Van Est双复形并得到李群上同调到
李代数上同调的 Van Est映射. 在 [3.5]我们计算 Van Est映射的核,并使用 de Rham上
同调来控制 Van Est映射,最终得到 Van Est定理. 在第三章的结尾 [3.6],我们引入范
畴的神经与叶理上同调来从更高的观点解释我们前述结构的构造来源. 在第五章我
们使用 Van Est定理证明中的映射,具体地将两个低维李代数积分成其李群.
在第四章我们将 Van Est定理推广至李 2群与李 2代数,所有的 2结构讨论都依

赖于 [2.1]中介绍的范畴论. 我们在 [4.2]分别给出李 2群与李 2代数的定义,并由等
价性将问题转化到交叉模讨论. 为得到 2结构中的平坦结构并定义李 2群与李 2代
数的表示,我们在 [4.1]中定义 2线性空间,并得到其线性函子与线性自然变换构成李
2代数. 为得到经典理论中的类似讨论,我们在 [4.4]引入了李 2群与李 2代数的上同
调与双复形. 最终在 [4.5]特殊情况下得到李 2群与李 2代数的 Van Est定理.
本文系统地介绍了李群与李代数的三类上同调, 即李群的群上同调, de Rham上

同调与 Chevalley-Eilenberg上同调,并通过对偶映射的方法将 Chevalley-Eilenberg上
同调与分次代数联系. 本文系统整理了李群与李代数二阶上同调与扩张的关系,补充
了相关细节. 关于 Van Est原论文,本文将其中的记号缺漏,符号歧义以及定义模糊的
地方予以修正,并使用神经,叶理上同调,谱序列的观点重新解释. 本文关注李 2群与
李 2 代数结构上的结果, 并补充了部分细节的证明. 最后本文末章使用经典 Van Est
定理具体计算了两例低维数李代数的积分,并从中展示抽象群结构之间的同构.
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第 2章 前置知识

2.1范畴论

为刻画不同结构之间的联系,我们在此直接引入范畴的概念. 一个范畴形容具有
一类特征的对象全体,而范畴间的函子,函子间的自然变换则刻画不同类对象间的关
系. 为便于叙述,在本节中我们假定所有出现的对象所构成的全体均可以以集合刻画,
进而规避掉类的问题,而这本质上不会影响我们讨论的问题.
范畴的定义有许多方法,为和下文的思想一致,我们定义:

定义 2.1.1 (范畴). 一个范畴 C 指如下的结构整体:
(i) 集合 Ob(C),其中的元素称为 C 的对象.
(ii) 集合 Mor(C),其中元素称为 C 的态射,以及一对映射 Mor(C)

s

⇒
t
Ob(C),其中

s和 t分别给出态射的来源和目标. 对于 X,Y ∈ Ob(C), 记 HomC(X,Y ) :=

s−1(X) ∩ t−1(Y ),称为 X 到 Y 的态射.
(iii) 对于任一态射 X ,有元素 idX ∈ HomC(X,X),称为 X 到自身的恒等态射.
(iv) 态射间的复合:

◦ : HomC(Y, Z)× HomC(X,Y ) −→ HomC(X,Z),

(f, g) 7−→ f ◦ g.

一般直接记为 fg,其满足:
(a) 结合律: 对于任意态射 h, g, f ∈ Mor(C),若复合 f(gh)和 (fg)h都有定

义,则:
f(gh) = (fg)h.

故两边可以同写为 f ◦ g ◦ h或 fgh;
(b) 对于任意态射 f ∈ HomC(X,Y ),有:

f ◦ IdX = f = IdY ◦ f.

在此定义中我们要求了 Ob(C), Mor(C)为集合,范畴在这两资料非集合时也可无
矛盾地定义,避免赘述在此略去.

例 2.1.1. 如下常见的结构构成范畴:
• 所有的集合构成范畴 Set,其中的态射为集合间的集合映射.
• 所有的线性空间构成范畴 Vect,其中的态射为线性空间间的线性映射.

3



第 2章 前置知识

• 所有的群构成范畴 Grp,其中的态射为群同态.
• 一个给定的群 G自身为一个范畴 BG,其对象为单点,自身上的态射为 G中

的元素,复合为群乘法.
• 一个偏序集 (P,≤)构成一个范畴 P,其对象为偏序集中的元素, X 到 Y 有态

射当且仅当 X ≤ Y ,且此时态射唯一.

为研究不同结构间的关系,我们引入范畴间函子的概念:

定义 2.1.2 (函子). 设 C,D为范畴,一个 (协变)函子 F : C → D指:
(i) 对象间的映射 F : Ob(C) → Ob(D).
(ii) 态射间的映射 F : Mor(C) → Mor(D),满足下列条件:

(a) 对任意 X,Y ∈ Ob(C), F 将 HomC(X,Y )映入 HomD(FX,FY ),
(b) F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f), F (IdX) = IdFX .

函子之间的复合可以类似于态射定义, 事实上, 所有的小范畴构成了一个范畴, 其间
的态射为函子.

进一步地,函子之间仍可定义结构,称为函子间的自然变换.

定义 2.1.3 (自然变换). 函子 F,G : C → D之间的自然变换 α是以 Ob(C)为指标
的一族态射

αX ∈ HomC(FX,GX), X ∈ Ob(C),

使得下图对所有态射 f : X → Y 交换.

FX FY

GX GY

Ff

Gf

αX αY

一般将其记为:

C D.

F

G

α

自然变换之间可以定义两类的复合,分别称为纵复合和横复合,其定义分别对应
如下两则图:

C D

F

G

H

α

β

纵复合为 C D.

F

H

β◦α
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C C ′ C ′′

F

G

α

F ′

G′

β 横复合为 C C ′′.

F ′◦F

G′◦G

β∗α

纵复合与横复合分别对应对象与态射意义下的

FX

X GX

HX

αX

(β◦α)X

F

G

H
βX

与

X FX F ′FX

GX G′FX

G′GX

F

G αX

F ′

G′ βFX

(β∗α)X

G′ G′αX

2.2微分流形

拓扑群是一般的连续变换群,其连续性需要在拓扑空间上定义,而李群则考虑的
是局部欧式空间的连续变换群,即微分流形作为连续变换群,我们引入微分流形的基
本内容,以便后续的讨论. 在本文中,我们所指的微分流形均定义为 C∞微分流形.

2.2.1定义与实例

定义 2.2.1 (局部欧式空间). 一个 d维局部欧氏空间指一个 Hausdorff空间M ,其
中任意一点都存在一个邻域 U 同胚于 Rd 的一个开子集. 如果同胚映射 φ是连通开

集 U 上的,则 φ称为坐标映射.

定义 2.2.2 (微分结构,或极大地图册). 一个局部欧氏空间M 上的 C∞ 微分结构

F 指一列坐标卡 {(Uα, φα) : α ∈ A},其中 A为指标集,满足如下条件:

5
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(i)
⋃
α∈A Uα =M ,即 (Uα)α∈A是M 的开覆盖,

(ii) 对于任意 α, β, φα ◦ φβ (若有定义)是 C∞映射,
(iii) F 关于 (ii)的相容性是极大的.

定义 2.2.3 (微分流形). 一个 n维 C∞微分流形指一对 (M,F ),其中M 为第二可

数的 n维局部欧氏空间, F 为M 上的 C∞微分结构,称为光滑流形.

微分结构可以由一个相容的地图册生成, 这是由于极大地图册的存在性可由选
择公理保证. 我们给出微分流形一些简单例子.

例 2.2.1. 以下的结构均为光滑流形:
• 欧氏空间 Rn, 其中微分结构 F 取为包含 (Rn, i) 的极大地图册, 其中 i :

Rn → Rn是单位映射.
• n维球面Sn =

{
x ∈ Rn+1 :

∑n+1
i=1 x

2
i = 1

}
, n = (0, . . . , 0, 1), s = (0, . . . , 0,−1),

利用球极投影可得两坐标投影 (Sn − n, pn)和 (Sn − s, ps),此时微分结构F

为包含两坐标卡的极大地图册.
• 一般线性群 GL(n,R),其微分结构定义为,将其视为 Rn×n 的子空间,则作为
拓扑空间为开集,继承 Rn×n的微分流形结构,这是一个标准的李群.

定义 2.2.4 (浸入,子流形,嵌入). 设光滑映射 φ :M → N ,有
(i) 若 dφ处处是单射,则称 (M,φ)是浸入;
(ii) 若 φ是单射,且 (M,φ)为浸入,则称 (M,φ)为子流形;
(iii) 若 (M,φ) 为子流形, 且 φ 是 M 和 φ(M) (取相对拓扑) 的微分同胚, 则称

(M,φ)为嵌入.

2.2.2光滑映射、切向量与微分

定义 2.2.5 (光滑映射). 称m维微分流形M 到 n维微分流形 N 的映射 f 为光滑

映射,当且仅当对于任意M 的坐标卡 (U,φ),以及 N 的坐标卡 (V, ϕ),有 ϕ ◦ f ◦ φ−1 :

φ(U) → ϕ−1(V )为欧氏空间中的光滑映射.

在欧式空间中,一点处的向量给出了可微函数的方向导数,据此我们可以定义微
分流形上的切向量.

定义 2.2.6. 微分流形上 m ∈ M 处的切向量 v 定义为 m邻域上可微函数芽代数

的线性导子,即对任意在m函数芽 f , g ∈ Fm, a, b ∈ R有
(i) v(af + bg) = av(f) + bv(g),
(ii) v(fg) = f(m)v(g) + g(m)v(f).

6
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将m处的切向量的空间记为 TmM ,其构成线性空间,加法与数乘定义为:

(v + w)(f) = v(f) + w(f),

(λv)(f) = λ(v(f)).

其中 f 为m邻域内定义的可微函数, v, w ∈ TmM , λ ∈ R.

考虑切空间的维数,可以得到如下定理:

定理 2.2.1. 对于光滑流形,有 dimTmM = dimM .

定理的证明可见 [1] P17,定理 1.17. 此时对于任一坐标卡,我们可以具体写出切
向量的基底.

定义 2.2.7. (U,φ)是m维光滑流形M 的一个坐标卡,坐标函数为 x1, . . . , xm. 定
义 (∂/∂xi)|m为 (

∂

∂xi

∣∣∣∣
m

)
(f) =

∂(f ◦ φ−1)

∂ri

∣∣∣∣
φ(m)

,

则可证明其构成 TmM 的一组基底.

下面我们介绍光滑函数的微分.

定义 2.2.8 (微分). 设 ψ : M → N 为光滑映射,且设 m ∈ M . 则可以导出 ψ 在切

空间上的线性映射,称为 ψ在m处的微分:

dψ : TmM −→ Tψ(m)N.

其由如下表达式定义,设 v ∈ Tm(M), g为 ψ(m)邻域上的光滑函数,有:

dψ(v)(g) = v(g ◦ ψ).

由线性映射 dψ : TmM → Tψ(m)N ,可得其对偶映射 δψ : T ∗
ψ(m)N −→ T ∗

mM 为

δψ(ω)(v) = ω(dψ(v)), ω ∈ T ∗
ψ(m)N, v ∈ TmM.

2.2.3切丛与余切丛

我们可以说明微分流形及其上所有的切向量也可以构成一微分流形, 称为切丛.
同理考虑微分流形及其切向量的对偶空间,可以定义其对偶,称为余切丛.

7
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定义 2.2.9. 设M 为光滑流形,其微分结构为F ,令

T (M) =
⋃
m∈M

TmM,

T ∗(M) =
⋃
m∈M

T ∗
mM.

以及自然投射:

π : T (M) →M, π(v) = m 当 v ∈ TmM,

π∗ : T ∗(M) →M, π∗(ω) = m 当 ω ∈ T ∗
mM.

当 (U,φ) ∈ F 为 n维光滑流形M 的坐标卡时,取坐标函数 x1, . . . , xn. v ∈ TM,ω ∈
T ∗M ,切丛和余切丛上的坐标函数 φ̃, φ̃∗为:

φ̃(v) = (x1(π(v)), . . . , xn(π(v)), dx1(v), . . . , dxn(v)) ∈ R2n,

φ̃∗(ω) =

(
x1(π

∗(ω)), . . . , xn(π
∗(ω)), ω

(
∂

∂x1

)
, . . . , ω

(
∂

∂xn

))
∈ R2n.

为刻画光滑流形M 上的切向量和余切向量的一个分布,我们可以引入截面的概
念. 一般的截面概念定义在纤维丛上, 而切丛和余切丛均为微分流形上的纤维丛, 因
此此处定义是一致的.

定义 2.2.10 (切丛上的截面). 设光滑流形M 的切丛为 TM ,投影 π的一个截面 s

定义为映射 s :M → TM ,满足 (π ◦ s)|M = IdM .

定义 2.2.11 (余切丛上的截面). 光滑流形M 的余切丛为 T ∗M ,投影 π∗ 的一个截

面 s定义为映射 s :M → T ∗M ,满足 (π∗ ◦ s)|M = IdM .

定义 2.2.12 (光滑向量场). 光滑流形M 上的光滑向量场 X 指M 到 TM 的光滑

截面 X ,即 X ∈ C∞(M,TM).

对于 M 上的光滑向量场 X 和任意光滑函数 f , Xf 定义了 M 上的光滑函数:
(Xf)(m) = Xmf, m ∈M . 事实上此命题是可逆的,即若向量场X 使得任意光滑函数

f , Xf 都是光滑函数,则 X 本身是光滑的.
将M 上的光滑向量场记为 X(M),其上可以定义李括号运算.设 X,Y ∈ X(M) ,

f ∈ C∞(M) ,我们定义:

([X,Y ]f)(m) = [X,Y ]m(f) = Xm(Y f)− Ym(Xf).

8
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可以验证此时有 [X,Y ] ∈ X(M). 进而考虑切空间对偶空间的外代数,定义:

∧∗
kM :=

∧kT ∗M :=
⋃
m∈M

∧k T ∗
mM,

∧∗M :=
∧
T ∗M :=

⋃
m∈M

∧
T ∗
mM.

定义 2.2.13 (微分形式). 光滑流形M 到
∧∗
kM 的光滑映射称为 k次微分形式,到∧∗M 的光滑映射称为微分形式.

2.3李群与李代数

2.3.1定义与实例

定义 2.3.1. 一个李群是一个光滑流形, 同时是一个群, 使得群运算 G × G → G,
(σ, τ) 7→ στ−1是 C∞的 (该定义等价于群乘法 (g, h) 7→ gh,取逆映射 g 7→ g−1是 C∞

的).

例 2.3.1. 我们给出李群的一些例子.
• n维线性空间 V = Rn,群乘法维向量加法,取逆为向量逆元.
• S1视为模为 1的复数,群乘法为复数乘法,取逆为复数取逆.
• GL(n,R),其结构入前文所述.

定义 2.3.2. 一个实李代数是一个实线性空间 g,其上有一个运算,称为李括号 [, ] :

g× g → g满足如下性质:
(i) [ , ]是双线性映射,
(ii) 反对称: [x, y] = −[y, x], ∀x, y ∈ g,
(iii) Jacobi恒等式: [[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0. ∀x, y, z ∈ g.

例 2.3.2. 我们给出李代数的一些例子.
• 光滑流形M 上的光滑向量场 X(M)是一个李代数.
• 任意一个线性空间 V 是一个李代数,其中李括号定义为 [x, y] = 0, ∀x, y ∈ g,
此时李代数称为交换李代数,也成为 Abel李代数.

• n × n 维实矩阵的线性空间成为一个李代数 gl(n,R), 其中李括号定义为
[A,B] = AB − BA.

李群与李代数均可以做笛卡尔积,其直积空间均保持原有结构.

2.3.2李群的李代数

我们导出李群的李代数,首先我们定义李群上的平移变换.

9
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定义 2.3.3. 设 g ∈ G, G上的左移变换 lg 与右移变换 rg 分别为微分同胚:

lg(h) = gh,

Srg(h) = hg.

G上的向量场 X(不一定光滑)称为左不变向量场,如果其对于任意 g ∈ G满足

dlg ◦X = X ◦ lg.

则李群上左不变向量场的任意一处的切向量均可由原点处的切向量唯一确定.

命题 2.3.1. 记左不变向量场为 Xlinv(M)我们有如下性质:
(i) dimXlinv(M) = dimGe = dimG;
(ii) Xlinv(G) ⊆ X(G),即左不变向量场为光滑向量场;
(iii) 左不变向量场的李括号仍为左不变向量场.

右不变向量场的讨论同理,由此我们可以定义:

定义 2.3.4 (李群的李代数). 李群 G的李代数 g定义为李群的左 (或右)不变向量
场,其李括号定义为光滑向量场的李括号.

例 2.3.3. 我们给出上述例中部分李群的李代数.
• 有限维线性空间 V = Rn的李代数为交换李代数 V .
• GL(n,R)的李代数为 gl(n,R).

继而可以李群与李代数结构上的同态与子结构.

定义 2.3.5 (李群同态). φ : G→ H 称为李群的同态,若 φ作为微分流形的映射是

C∞的,同时作为群的映射为群同态. H = GL(n,R)时称 φ为李群 G的一个实表示.

定义 2.3.6 (李代数同态). ψ : g → h称为李代数的同态,若 ψ 是线性空间的线性

映射,同时保李括号,即 ∀X,Y ∈ g,有 ψ[X,Y ] = [ψ(X), ψ(Y )]. h = gl(n,R)时称 ψ

为李代数 g的一个实表示.

不加证明地,我们有定理:

定理 2.3.2. 设 G与 H 为李群,其李代数分别为 g与 h,若 φ : G → H 为李群同

态,则 dφ : g → h为李代数同态.

定义 2.3.7 (李子群). (H,ψ)称为李群 G的李子群,若：

10
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(i) H 是一个李群,
(ii) ψ : H → G是一个群同态,
(iii) (H,ψ)是 G的子流形.

定义 2.3.8 (李子代数,理想). 称 h为 g的李子代数,若 h是 g的子空间,且关于 g

上的李括号封闭,即 ∀x, y ∈ h, [x, y] ∈ h;称 h为 g理想,若 h是 g的子空间,且关于 g

上的李括号吸收,即 ∀x ∈ g, y ∈ h, [x, y] ∈ h.

2.3.3李群与李代数的关系

在李群与李代数的一般理论中,我们不加证明地列举其中经典且重要的结论,其
证明可见 [1] P95-101.

李群的连通李子群,与其李代数的李子代数具有对应关系:

定理 2.3.3. 设 G为李群,其李代数为 g,设 h̃ ⊂ g为李子代数. 则存在 G的唯一

的连通李子群 (H,φ)使得 dφ(h) = h̃.

为进一步得到李代数所刻画的李群,我们引入代数拓扑的一些结论.

定理 2.3.4. X 是道路连通,局部道路连通,半局部单连通的拓扑空间,则 X 存在

泛覆叠空间 X̃ .

李群满足如上定理中的条件,由此我们可以得到李群 G的泛覆叠空间 G̃,其上可
以赋予李群结构并得到:

定理 2.3.5. 每个连通李群都有单连通的覆叠空间,其本身构成一个李群,且覆盖
映射是李群的同态. 此泛覆叠空间的李代数与原李群的李代数相同.

此定理说明, 对于任意李代数 g, 若我们能找到李群 G使得 G的李代数为 g, 则
由前述定理可以找到 g对应的连通李群,进而由上述定理可以得到 g对应的单连通李

群. 下面我们说明单连通李群的性质.

定理 2.3.6 (李代数同态的积分). 设 G和 H 均为李群,其李代数分别为 g和 h,且
G为单连通李群. 设 ψ : g → h为李代数的同态,则存在唯一的李群同态 φ : G → H

使得 dφ = ψ.

限制在单连通李群体上,我们有:

定理 2.3.7. 若单连通李群 G,H 的李代数 g, h是同构的,则李群 G,H 同构.

11
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2.3.4指数映射与伴随表示

给定 X ∈ g,我们可以定义映射:

R → g, λ
d

dr
7→ λX.

则根据定理2.3.6,我们可以将其积分到其李群上的唯一同态:

expX : R → G.

使得 d expX(λ(d/dr)) = λX . 再定义映射 exp : g → G为 exp(X) = expX(1),称为指
数映射. 可以证明该映射是 C∞的,且由反函数定理,可以得到 exp给出 g中 0的某个

邻域 U 和 G中 e的某个邻域 V 的微分同胚.
同时我们可以证明:

定理 2.3.8. 设 φ : G→ H 为李群同态,则下图交换:

H G

h g

φ

dφ

exp exp

且有:

定理 2.3.9. 设 H 是李群 G的抽象子群,且 h为 g的子空间. 设 U 是 g中 0处的

邻域, V 是 G中 e处的邻域,且 U, V 在指数映射下同胚. 假设有:

exp(U ∩ h) = H ∩ V.

则在相对拓扑下 H 是李群 G的一个李子群, h是 g的李子代数,且为 H 的李代数.

由此定理可知,已知李子代数,李子群在单位元附近的性态可以由作指数映射的
方式刻画.
下面我们考虑伴随表示,李群在其自身上有一内自同构:

a : G×G→ G, a(g, h) = ghg−1 = ag(h).

单位元在此内自同构下为不动点,因此可以得到 G到 g上的表示:

g 7→ dag|Ge
= dag|g ∈ Aut(g).

12
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记为 Ad : G→ Aut(g). 设 d(Ad) = ad,则有:

G Aut(g)

g End(g)

Ad

ad

exp exp

G G

g g

ag

Adg

exp exp

2.4同调代数

我们将在一般的 Abel范畴上讨论,而我们将应用定理的范畴均为 Abel范畴,因
此以下的结果均是成立的. 首先我们定义加性范畴.

定义 2.4.1 (加性范畴). 一个加性范畴 C 指一个范畴 C,满足如下性质:
(i) 对所有对象对 X,Y ∈ C, HomC(X,Y )是一 Abel群,且态射复合是双线性的,
(ii) 存在零对象 0,使得 HomC(0, 0) = 0,
(iii) 对所有对象对 X,Y ∈ C, 其直积与直和均存在 (且在前两条件下, 直积与直
和同构).

此时定义核,余核,像,余像. 设 f ∈ Hom(X,Y ),定义:

Ker(f) := lim
(
X

f

⇒
0
Y

)
,

Coker(f) := colim
(
X

f

⇒
0
Y

)
,

Im(f) := Ker (Coker(f)) ,

Coim(f) := Coker (Ker(f)) .

由此我们可以进一步定义 Abel范畴:

定义 2.4.2 (Abel范畴). 加性范畴 C 被称为 Abel范畴,如果它满足如下条件
(i) 对任意态射 f : X → Y , Ker f 与 Coker f 均存在,
(ii) 典范态射 Coim f → Im f 是同构.

此时为区分,将 Abel范畴记为 C ,加性范畴记为 C.

2.4.1复形与正合列

定义 2.4.3. 一个加性范畴 C 中的复形 X 指一列 {Xn, dnX}n∈Z,使得:

Xn ∈ Ob(C), dnX ∈ HomC(X
n, Xn+1), dn+1

X ◦ dnX = 0 ∀n ∈ Z.

13



第 2章 前置知识

复形 (X, dnX) 到复形 (Y, dnY ) 的态射指一列 C 中的态射 {fn}n∈Z, 满足对任意 n, fn :

Xn → Y n, dnY ◦ fn = fn+1 ◦ dnX .

我们将复形以及复形态射的范畴记为 C(C ).

定义 2.4.4. 在 Abel范畴 C 上,定义

Zk(X) = Ker dkX , Bk(X) = Im dk−1
X ,

Hk(X) = Coker (Bk(X) → Zk(X)).

分别称为 X 的 k阶上闭链, k阶上边缘, k阶上同调 (若指标为从大到小,则上同调称
为同调). 若复形X 使得Hn(X) = 0,则称X 在 n处正合,若复形X 在任意一处正合,
则此复形称为正合列.

定义 2.4.5. 在 C(C )中的两复形间的态射 f : X → Y 称为零伦映射, 若存在 C

中的一列态射 sn : Xn → Y n−1,使得

fn = sn+1 ◦ dnX + dn−1
Y ◦ sn.

若 f − g为零伦映射,则称 f 和 g同伦.

定义同伦范畴 K(C),对象为所有 C 中的复形,态射为复形态射的同伦类.

命题 2.4.1. 设 0 → X → Y → Z → 0为 C(C )中的正合列. 则存在 C 中上同调

的长正合序列,其中 δ为连接映射.

· · · −→ Hn(X) −→ Hn(Y ) −→ Hn(Z)
δ−→ Hn+1(X) −→ . . .

2.4.2映射锥

设 C 为加性范畴,且令 f : X → Y 为 C(C)中的态射. 我们定义 f 的映射锥:

定义 2.4.6. f 的映射锥M(f)为 C(C)中的对象,定义为:

M(f)n = Xn+1 ⊕ Y n, dnM(f) =

−dn+1
X 0

fn+1 dnY

 .

后者为列向量上的矩阵左乘.

14
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定义 X[k]n = Xn+k, dnX[k] = (−1)kdnX . 此外定义两个态射: α(f) : Y → M(f)和

β(f) → X[1],其表达式为:

α(f)n =

 0

IdY n

 ,

β(f)n = (IdXn+1 , 0).

由 [2] 第一章中三角范畴的讨论, 这样的映射锥本质上给出了一个标准的三角范畴,
其三角为 X

f→ Y → M(f) → X[1]. 而 H0(·)为 K(C )上的上同调函子,我们有映射
锥的长正合序列:

· · · −→ Hn(X)
f#−→ Hn(Y ) −→ Hn(M(f))

δ−→ Hn+1(X) −→ . . .

因此我们可以得到如下命题:

命题 2.4.2. Hk(M(f)) = 0, k ≤ n当且仅当 fk# : Hk(X) → Hk(Y )在 k ≤ n时

为同构,在 k = n+ 1时为单射.

2.4.3谱序列与双复形

谱序列的理论困难深奥, 其简单情况可见 [3]. 我们简单地描述一般情况下的过
程及结果. 谱序列的目的为求给定复形的上同调,我们可以先将复形中的对象分解为
简单的结构即滤子,并对每一页序列求上同调,逐步得到每一页的上同调对象及态射,
由此诱导新的一页. 重复操作最终所得的上同调为操作极限的直和.
首先我们定义滤子的概念,我们在本节中只考虑有限滤子的情形,一般的情形在

收敛性条件下仍成立. 将微分简记为 d,单态射写为包含 ⊆ ,假设复形为:

. . .
d−→ Xn−1 d−→ Xn d−→ Xn+1 d−→ . . .

则此复形的一个滤子指一列:

0 = Xn,0 ⊆ Xn,1 ⊆ Xn,2 ⊆ · · · ⊆ Xn,m = Xn, ∀n ∈ Z.

满足 dXn,p ⊆ Xn+1,p, ∀n, p ∈ Z. 则我们有:

15
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. . . Xn−1,m Xn,m Xn+1,m . . .

. . . Xn−1,m−1 Xn,m−1 Xn+1,m−1 . . .

... ... ...

. . . Xn−1,0 Xn,0 Xn+1,0 . . .

d d d

d d d

d d d

取竖直方向的商,即余像 Es,l
0 = Xs,l/Xs,l−1,可以导出谱序列的第零页:

. . . En−1,m
0 En,m

0 En+1,m
0 . . .

. . . En−1,m−1
0 En,m−1

0 En+1,m−1
0 . . .

... ... ...

. . . En−1,0
0 En,0

0 En+1,0
0 . . .

d0 d0 d0

d0 d0 d0

d0 d0 d0

此时可以证明,如果继续做上同调,我们有如下的态射的转移:

. . . En−1,m
1 En,m

1 En+1,m
1 . . .

. . . En−1,m−1
1 En,m−1

1 En+1,m−1 . . .

... ... ...

. . . En−1,0
1 En,0

1 En+1,0
1 . . .

d1

d1

d1

d1

d1d1

d1

d1

d1

d1

d1

d1

此时得到第一页谱序列,继续做上同调,态射仍有转移:

. . . En−1,m
2 En,m

2 En+1,m
2 . . .

. . . En−1,m−1
2 En,m−1

2 En+1,m−1
2 . . .

. . . En−1,m−2
2 En,m−2

2 En+1,m−2
2 . . .

... ... ...

. . . En−1,0
2 En,0

2 En+1,0
2 . . .

d2

d2

d2

d2

d2

d2

d2

d2

d2

d2 d2 d2
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抽象概括地,谱序列为一列图 {Er, dr}r≥r0 ,使得对于任意 r ≥ r0,有
(i) dr ◦ dr = 0,
(ii) Er+1 ' H∗(Er, dr),为 Er 关于 dr 的上同调.

如此重复,若在某种条件下谱序列收敛于 Es,l
∞ ,则有:

Hn(X) =
m⊕
k=1

En,k
∞ .

即原复形的上同调,等于谱序列极限的每列的直和.
如果我们考虑双复形 Xm,n的上同调 Htot(X),则其对应的图表序列为:

... ... ...

X3,1 X3,2 X3,3 . . .

X2,1 X2,2 X2,3 . . .

X1,1 X1,2 X1,3 . . .

d d d

d d d

d d d

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

其中未标明的位置均为零对象. 取 Sn =
⊕

i+j=nX
i,j , Dn : Sn → Sn+1 定义为 Dn =⊕

i+j=nD
i,j , Di,j = ∂ + (−1)id.

利用上述谱序列的语言,我们可以取其滤子为关于 r的 Xm,n≥r,此时我们得到的
双复形谱序列为,第零页:

... ... ...

X3,1 X3,2 X3,3 . . .

X2,1 X2,2 X2,3 . . .

X1,1 X1,2 X1,3 . . .

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

谱序列第一页:

17
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... ... ...

E3,1
1 E3,2

1 E3,3
1 . . .

E2,1
1 E2,2

1 E2,3
1 . . .

E1,1
1 E1,2

1 E1,3
1 . . .

d1 d1 d1

d1 d1 d1

d1 d1 d1

谱序列第二页 (部分映射未标明):

... ... ...

E3,1
2 E3,2

2 E3,3
2 . . .

E2,1
2 E2,2

2 E2,3
2 . . .

E1,1
2 E1,2

2 E1,3
2 . . .

d2 d2

d2 d2

d2 d2

如此操作下去,在一定的收敛性条件下,双复形的整复形的上同调等于对应谱序列对
角线元素的直和.

2.5代数拓扑

为得到 Van Est定理,我们需要一些同调群的计算方法,以及李群同调群的结论.

2.5.1同伦群与同调群

我们仅需要一阶同伦群性质,即拓扑空间的基本群.

定义 2.5.1. 设拓扑空间X , x0 ∈ X 为基点,则X 在 x0处的基本群 π1(X, x0)定义

为 x0处的回路的同伦类,乘法定义为代表元道路的连结.

当拓扑空间道路连通时, π1(X, x0)关于 x0 是同构的. 为定义拓扑空间的同调,如
上述讨论,我们仅需要给出复形及微分映射 (或边缘算子). 我们在此使用奇异同调群,
即

Xn = Cn(X) := FreeAb(C(∆n, X)).

为所有 n维单形到 X 上的连续映射生成的自由 Abel群, ∆n = [e0, e1, . . . , en],边缘算

18
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子定义为 ∂n : Cn → Cn−1,使得若 σ : ∆n → X ,有

∂nσ =
n∑
k=0

(−1)k σ|[e0,...,êk,...,en] .

奇异上同调定义在奇异链复形的对偶上,边缘算子为边缘算子的对偶. 在光滑流形上
我们将定义 de Rham上同调,而根据 de Rham定理,对于任意光滑流形 M 和非负整

数 k, de Rham同态 l : Hk
dR(M) → Hk(M ;R)是同构. 因此在讨论李群的上同调时,我

们将不加区分地使用此两种上同调.

定理 2.5.1 (同伦不变性). 基本群,同调群,上同调群均为同胚不变量,同伦不变量.

此外,一阶同伦群与一阶同调群具有如下关系:

定理 2.5.2. 设 X 是道路连通的拓扑空间,则 π(X, x0)的 Abel化同构于 H1(X).

2.5.2同调群的计算

我们给出计算同调群的几则定理,其中定义与证明可见 [4].

定理 2.5.3 (Mayer-Vietoris). 设拓扑空间的三元对 (X,A,B), A,B为X 的子空间,
其内部构成 X 的开覆盖. 则有长正合序列:

· · · → Hn+1(X)
∂∗−→ Hn(A ∩ B)

(i∗,j∗)−→ Hn(A)⊕Hn(B)
k∗−l∗−→ Hn(X)

∂∗−→
∂∗−→ Hn−1(A ∩ B) → · · · → H0(A)⊕H0(B)

k∗−l∗−→ H0(X) → 0

定理 2.5.4 (同调群的泛系数定理). R系数复形的同调群,即R系数同调群满足以

下可裂正合列:

0 → Hi(X;Z)⊗R
µ→ Hi(X;R) → Tor1(Hi−1(X;Z), R) → 0.

其中 µ由 Hi(X;Z)×R → Hi(X;R)诱导.

定理 2.5.5 (上同调群的泛系数定理). M 为 R模,则有以下可裂正合列:

0 → Ext1R(Hi−1(X,R),M) → H i(X;M)
h→ HomR(Hi(X;R),M) → 0.

其中

Hi(X;M) = (ker ∂i ⊗M)/(Im ∂i+1 ⊗M),

H i(X;M) = ker(Hom(∂,M))/Im (Hom(∂,M)).
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定理 2.5.6 (Kunneth公式). 设 X,Y 为拓扑空间,则对于任意的正整数 k,域 F 上

的奇异同调群有同构:

Hk(X × Y ;F ) '
⊕
i+j=k

Hi(X;F )⊗Hj(Y ;F ).

对于非奇异同调群,有:

Hk(X × Y ;F ) '
⊕
i+j=k

H i(X;F )⊗Hj(Y ;F ).

2.5.3李群上的同调群

我们给出李群的上同调群的定理, 此定理在 Van Est 定理的证明中起重要作用.
其证明可见 [5] P77,定理 1.14.2.

定理 2.5.7. 若 G是单连通李群,则 H2(G;R) = 0.
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第 3章 经典 Van Est定理
在本章中,我们将证明 Van Est定理,并从另一视角得到新的证明. 在 Van Est定

理中, 我们所必须的构件为李群与李代数的表示, 李群与李代数的上同调, 二阶上同
调的扩张性质与某些特殊的可积结构. 这些内容将在下文中一一引入.

3.1李群与李代数的表示与上同调

3.1.1李群与李代数的表示

我们假设 V 为有限维非零实线性空间. 则如前文提及的,此处单列为定义:

定义 3.1.1. 设 V 为有限维线性空间,则李群与李代数在 V 上的表示分别为:
(i) 李群的同态 ρ : G→ GL(V ), GL(V )的李群结构如前文定义.
(ii) 李代数的同态 ρ : g → gl(V ), gl(V )的李代数结构如前文定义.

在 [6] Van Est的方法中,他引入了局部系统以定义其所使用的 de Rham上同调,
我们在此引入其概念. 在本节中,若不加说明,所有的结构都假设为光滑的.
假设光滑流形 M 中任意两点 s, t ∈ M , 则 αts 表示 s 到 t 的道路的某一同伦

类. π(αts) 为线性空间 V 的一个自同构, 即 π(αts) ∈ Aut(V ), 满足 π(βut)π(αts) =

π(βutαts). 如果 U 是 s的单连通邻域,则对任意 t ∈ U ,定义 γU,s : γU,s(t) = π(αts). 此
映射将 U 映射到 Aut(V ).

假设上述定义的 γU,s 对于所有的 s和其单连通邻域 U 都是光滑的, 此时我们称
M 具有局部系统 (V, π). 并由假设, 我们对于任意 s 处的切向量, 可以定义 π(Y ) =

Y γU,s
1,此时 π(Y ) ∈ End(V ),其不依赖于单连通邻域 U 的选取. 对于任一M 上的任

意向量场 X ,定义:
π(X)(s) = π(Xs).

则有 t, s ∈ U 时:

π(X)(t) · γU,s(t)
def
=== XtγU,t

def
=== (dγU,t(·))Xt · γU,s(t)

const
==== (d(γU,t(·)γU,s(t))) (Xt)

= (dγU,s(·)) (Xt)
def
=== XtγU,s

def
=== (XγU,s)(t).

局部系统的概念在定义微分流形的上同调, 即 de Rham 上同调时, 可以将传统的 de
Rham上同调推广到一般系数版本.

1Van Est原文的模糊定义如此,笔者认为此处应为修改为 dγU,s(Y ) ∈ gl(V ) = End(V )
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3.1.2 de Rham上同调

在本小节中, M 定义为光滑流形, V 为有限维非零实线性空间, 映射均为光滑
M → V 映射. 一个 n次外形式 ω 是M 上向量场 X1, . . . , Xn 的 n元线性交错型,每
个 ω(X1, . . . , Xn)是M → V 的映射,其在 s处的值记为 ω(X1, . . . , Xn, s).

我们定义两个算子 d̄0, δ0 将 n次外形式变为 n + 1次外形式 d̄0ω, δ0ω,其定义分
别为:

d̄0ω(X1, . . . , Xn+1) =
1

n+ 1

n+1∑
i=1

(−1)iXiω(X1, ˆ. . ., Xn+1),

δ0ω(X1, . . . , Xn+1) =
1

n+ 1

∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj], X1, ˆ. . ., Xn+1).

(3.1)

再令 d0 = d̄0 + δ0,如 [6]中计算可得:

d0d0 = 0.

因此可得一链复形,以及其上同调. 若给定一 M 上的局部系统 (V, π),以及给定 s的

邻域 U ,考虑外导数:
dω = γU,sd0(γ

−1
U,sω),

其可以展开化简为:

dω(X1, . . . , Xn+1) = d0ω(X1, . . . , Xn+1)

+
1

n+ 1

n+1∑
i=1

(−1)i+1π(Xi)ω(X1, ˆ. . ., Xn+1).
(3.2)

由 d0d0 = 0及定义,易得 d d = 0,补充记号:

d1ω(X1, . . . , Xn+1) =
1

n+ 1

n+1∑
i=1

π(Xi)ω(X1, ˆ. . ., Xn+1)

则有 d = d0 + d1.
当一个外形式 ω满足对任意 s:

X1s =⇒ ω(X1, . . . , Xn, s) = 0,

外形式称为外微分形式. 可以证明:
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命题 3.1.1. 如果 ω,则 dω仍为外微分形式.

此时,我们便可以考虑所有外微分形式的复形与同调群. 设Dn是M 上所有 n次

外微分形式,则 dDn ⊆ Dn+1. 若 dω = 0,则 ω称为闭形式,其全体记为 Zn;若 ω = dω′,
则 ω 称为恰当形式,其全体记为 Bn. Hn = H(Dn)定义为外微分形式的上同调群,即
H(Dn) = Zn/Bn.
在 d = d0时,此上同调即为 de Rham上同调, d的一般情况称为具有局部系数的

de Rham上同调.

例 3.1.1. 我们求所有 0 次闭形式. 根据定义, 0 次微分形式为所有的光滑函数
f :M → V . 若 f 为闭形式,则有对任意 (U, s),有 γU,sd0γ

−1
U,sf = 0. 因此可得 γ−1

U,sf = v

为常向量,即有 f(t) = γU,s(t)v = π(αts)v. 如要求在全域上良定义,则需要求 π(·)在
基本群上都是平凡的.

在连通李群 G上考虑时,假设 g是李群的李代数,取为右不变向量场. 再取 G的

一个表示 ρ : G→ GL(V ) = Aut(G),此时定义 π(αts) = ρ(ts−1),其只涉及道路的起点
与终点,此时对 X ∈ g有:

π(X)(t) = XtγU,t = Xt(ρ(·)ρ(t−1)) = Xert(ρ(·)ρ(t−1)) = Xe(ρ(·)) ∈ End(V ).

与 t无关,记 Xeρ为 π(X),则有:

dω(X1, . . . , Xn+1) =
1

n+ 1

n+1∑
i=1

(−1)iXiω(X1, ˆ. . ., Xn+1)

+
1

n+ 1

∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj], X1, ˆ. . ., Xn+1)

+
1

n+ 1

n+1∑
i=1

(−1)i+1π(Xi)ω(X1, ˆ. . ., Xn+1)

其中 ω是 n次微分形式, X1, . . . , Xn+1 ∈ g.

3.1.3 Chevalley-Eilenberg上同调

Chevalley-Eilenberg上同调刻画的是一个李代数的上同调. 从上小节最后的表达
式可以看出,如果想要得到李代数结构而与李群无关的结构, ω(X1, . . . , Xn)应该为常

数,这实际上是将微分形式限制在Maurer-Cartan形式上,同时这些形式也为流形上的
右不变形式.
注意我们的上同调在上边缘算子相差乘积的情况下是不变的, 因此我们将此结

构抽象出来,定义李代数的 Chevalley-Eilenberg上同调.
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设 g 为有限维实李代数, 且有一表示 ρ : g → gl(V ), 即 g 在 V 上有一左作用.
Chevalley-Eilenberg 复形定义为 Homk(

∧• g, V ), n 阶上闭链群为所有的交错 n 线性

函数 f :
∧n g → V . 记 g∗ 为李代数的对偶空间, 则 Chevalley-Eilenberg 复形同构于

V ⊗
∧• g∗.
设 f 为 n阶上闭链, X1, . . . , Xn+1 ∈ g,上边缘算子定义为:

(d f)(X1, . . . , Xn+1) =
n+1∑
i=1

(−1)i+1Xif(X1, ˆ. . ., Xn+1)

+
∑
i<j

(−1)i+jf([Xi, Xj], X1, ˆ. . ., Xn+1).

我们通过另一种方式得到此公式. 其中对偶空间的外代数的定义详情可见 [7]
P25-30. 设在有限维线性空间 V0 上, f 为 k 线性函数, g 为 l线性函数,定义其张量积
f ⊗ g为:

(f ⊗ g)(v1, . . . , vk+l) = f(v1, . . . , vk)g(vk+1, . . . , vk+l).

若进一步地, f, g为交错线性函数,定义其外积为:

f ∧ g = 1

k!l!
Alt(f ⊗ g),

或更直观地:

(f ∧ g)(v1, . . . , vk+l) =
1

k!l!

∑
σ∈Sk+l

(sgn σ)f(vσ(1), . . . , vσ(k))g(vσ(k+1), . . . , vσ(k+l)).

则归纳地可证明,对任意的 α1, . . . , αk ∈ V ′
0 , v1, . . . , vk ∈ V0,有:

(α1 ∧ · · · ∧ αk)(v1, . . . , vk) =
∑
σ∈Sk

(sgn σ)α1(vσ(1)) . . . α
k(vσ(k)) = det[αi(vj)]. (3.3)

其次,我们说明, g上的李括号对应着一个
∧• g∗ 上的复形. 首先我们假设 [ , ]是

g 作为线性空间上的一个反对称双线性算子, 即 [ , ] : g × g → g, 则其有对偶映射
dg : g∗ → g∗ × g∗ 假设 g的一组基底为 X1, . . . , Xn,其对偶空间的基底为 ω1, . . . , ωn.
取此括号的结构常数:

[Xi, Xj] =
n∑
k=1

cijkXk.
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则由条件, Cijk = −Cjik. 此时考虑其对偶映射的结构常数,设:

dgωs =
∑
i<j

dsijωi ∧ ωj.

则由定义,有

dgωs(Xi, Xj) = −ωs([Xi, Xj]) = −ωs(
n∑
k=1

cijkXk) = −cijs.

联合可得:
dsij = −cijs, dgωs =

∑
i<j

−cijsωi ∧ ωj.

下面我们考虑
∧2 g∗

dg−−→
∧3 g∗,其由 Leibniz法则定义为:

dg(ω
′ ∧ ω′′) = (dgω

′) ∧ ω′′ − ω′ ∧ (dgω
′′).

考虑 d2gωs,计算有:

d2gωs = dg

(∑
i<j

−cijs ωi ∧ ωj

)
=
∑
i<j

−cijs (dgωi ∧ ωj − ωi ∧ dgωj)

=
∑
i<j

−cijs

(∑
k<l

(−ckli ωk ∧ ωl ∧ ωj)−
∑
k<l

(−cklj ωi ∧ ωk ∧ ωl)

)

=
∑
i<j

∑
k<l

cijs (ckli ωk ∧ ωl ∧ ωj − ckljωk ∧ ωl ∧ ωi) .

观察到求和号中将严格不等号加上相等,并不影响结果,将其作用在Xα∧Xβ∧Xγ, α ≤
β ≤ γ,得:

25



第 3章 经典 VAN EST定理

d2gωs(Xα ∧Xβ ∧Xγ) =

(
γ∑
i=1

ciγscαβi +

β∑
i=1

−ciβscαγi +
α∑
i=1

ciαscβγi

)

−

(
n∑
j=γ

cγjscαβj +
n∑
j=β

−cβjscαγj +
n∑
j=α

cαjscβγj

)

=

(
γ∑
i=1

ciγscαβi +

β∑
i=1

−ciβscαγi +
α∑
i=1

ciαscβγi

)

+

(
n∑
j=γ

cjγscαβj +
n∑
j=β

−cjβscαγj +
n∑
j=α

cjαscβγj

)

=

(
n∑
i=1

ciγscαβi −
n∑
i=1

ciβscαγi +
n∑
i=1

ciαscβγi

)

=
n∑
i=1

(ciγscαβi − ciβscαγi + ciαscβγi).

将其记为 Cs,(α,β,γ),即有:

d2g ωs =
∑

α<β<γ

Cs,(α,β,γ) ωα ∧ ωβ ∧ ωγ,

Cs,(α,β,γ) =
n∑
i=1

(cαβiciγs − cαγiciβs + cβγiciαs),

cijk = −cjik.

(3.4)

观察可得:

d2g = 0 ⇐⇒ Cs,(α,β,γ) = 0, ∀s, α, β, γ ⇐⇒ [ , ]满足 Jocobi恒等式,为 Lie括号.

给定一个李代数的表示 ρ : g → End(V ),根据 Hom与张量的关系有:

Hom(g,End(V )) ∼= Hom(g,Hom(V, V )) ∼= Hom(g⊗ V, V )

∼= Hom(V,Hom(g, V )) ∼= Hom(V, g∗ ⊗ V ).

则 ρ给出了对应的 dρ : V → g∗ ⊗ V ,其表达式由

dρ(v) =
∑
i

X∗
i ⊗ ρ(Xi)(v)
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确定. 同样地,使用 Leibniz法则可以将其扩展到 d : g∗ ⊗ V →
∧2 g∗ ⊗ V ,其定义为:

d(ω ⊗ v) = d′ρω ⊗ v − ω ∧ dρv.

若假设 d′ρ的结构常数由

d′ρ(ωi) =
∑
α<β

−c′αβiωα ∧ ωβ

定义,简单计算可知:

(d ◦ dρ)(v)(Xα ∧Xβ)

=
n∑
i=1

(d′ρ(ωi)⊗ ρ(Xi)(v))(Xα ∧Xβ) + ρ([Xα, Xβ])(v)

=
n∑
i=1

(
(
∑
α′<β′

−c′α′β′iωα′ ∧ ωβ′)⊗ ρ(Xi)(v)

)
(Xα ∧Xβ) + ρ([Xα, Xβ])(v)

=
n∑
i=1

(
−c′αβi ⊗ ρ(Xi)(v)

)
+ ρ([Xα, Xβ])(v)

= ρ

(
n∑
i=1

(cαβi − c′αβi)Xi

)
(v).

因此当 d′ρ = dg 时,必然有 d ◦ dρ = 0,此时我们得到李代数的 Chevalley-Eilenberg上
同调,总结由如下资料导出:

d :
∧•g∗ ⊗ V −→

∧•+1g∗ ⊗ V,

d(ω ⊗ v) = dg ω + (−1)degωω ∧ dρ v.
(3.5)

3.1.4李群的群上同调

我们这里定义李群作为群的上同调. 设 G为群, Gn 为 G的笛卡尔积. V 为有限
维线性空间, ρ : G → GL(V )为群表示. 则 n ≥ 0维闭链群 Cn(G, V )定义为所有 Gn

到 V 的函数构成的 Abel群,其中 G0 视为单位元 eG. 上边缘算子 dn+1 : Cn(G, V ) →
Cn+1(G, V )定义为:

(dn+1f)(g1, . . . , gn+1) = ρ(g1)f(g2, . . . , gn+1) + (−1)n+1f(g1, . . . , gn)

+
n∑
i=1

(−1)if(g1, . . . , gi−1, gigi+1, . . . , gn+1).
(3.6)

则类似的,此时有 dn+1◦ dn = 0,并定义群的上同调群Hn(G, V ) = Zn(G, V )/Bn(G, V ).
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3.2二阶上同调与扩张

我们在此证明,李群与李代数的二阶上同调与其扩张具有一一对应. 我们先给出
群上的证明.

定义 3.2.1. 设 V 为 Abel群, G为任意群,称群 E 为群 G关于 V 的群扩张,如果
存在群的正合列

1 → V
i−→ E

π−→ G→ 1.

引理 3.2.1. 一个群 G 关于 V 的群扩张 E 定义了 V 上的一个 G− 作用, 即 ρ :

G→ Aut(V ).

证明 对于任意的 g ∈ G,取 eg ∈ π−1(g) ⊆ E. 这个映射为 π的一个截面. 对于任
意的 a ∈ V ,共轭作用 egi(a)e

−1
g ∈ i(V ),因此确定了 ρ(g)(a) ∈ V . 若取不同原像,则存

在 a′使得 e′g = egi(a
′),则:

e′gi(a)e
′−1
g = egi(a

′)i(a)i(a′−1)e−1
g = egi(a

′aa′−1)e−1
g = egi(a)e

−1
g .

则此作用良定义.

定义 3.2.2. 我们说两个扩张是同构的,如果其正合列:

1 V E G 1

1 V ′ E ′ G′ 1

i π

i′ π′

α β γ

是同构的,即其中 α, β, γ 均为同构;如果此时 α = IdV , γ = IdG,我们称两扩张是等价
的.

命题 3.2.2. 等价的扩张导出了 G到 V 上同样的作用.

引理 3.2.3. 二阶闭链的刻画: f ∈ Z2(G, V ),则有 ∀g1, g2, g3 ∈ G,

df(g1, g2, g3) = g1f(g2, g3)− f(g1g2, g3) + f(g1, g2g3)− f(g1, g2) = 0.

二阶上边缘的刻画: 若 ϕ ∈ C1(G, V ),则:

dϕ(g1, g2) = g1ϕ(g2)− ϕ(g1g2) + ϕ(g1).

我们考虑 π的截面 σ:
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1 V E G 1i π

σ

定义商子: [g, h] = σ(g)σ(h)(σ(gh))−1. 易见 [ ] : G×G→ V ,其结构仅依赖于 E 与 σ.
此时由 E 中乘法,定义:

(a, g) · (b, h) = i(a)σ(g)i(b)σ(h)

= i(a)σ(g)i(b)σ(g)−1σ(g)σ(h)(σ(gh))−1(σ(gh))

= (a+ g · b+ [g, h], gh).

由 E 中的结合律,仅考虑 G中分量,则有:

(0, f) · ((0, g) · (0, h)) = (f [g, h] + [f, gh], fgh),

((0, f) · (0, g)) · (0, h) = ([f, g] + [fg, h], fgh).

可见 [ ] ∈ H2(G, V ),由于 [eG,∼] = σ(eG) ∈ V , dϕ(eG, g2) = ϕ(eG),我们可以在边缘的
意义下修正,使得 σ(eG) = eE .

引理 3.2.4. 给定群扩张 1 → V → E
π−→ G → 1,以及两个截面 σ, σ′,其分别导出

商子 [ ], [ ]′. 则两个商子之间相差一个二阶边缘.

证明 由于 σ, σ′均为截面,则存在一个 G→ V 的映射,使得 σ′(g) = α(g)σ(g). 则

[g, h]′ = σ′(g)σ′(h)(σ′(gh))−1 = α(g)σ(g)α(h)σ(h)σ(gh)−1α(gh)−1

= α(g) + σ(g)α(h)σ(g)−1 + σ(g)σ(h)σ(gh)−1 − α(gh)

= [g, h] + α(g)− α(gh) + g · α(h).

即 [g, h]′− [g, h] = dα(g, h),则 [ ]与 [ ]′导出的同调类相同,此时可知,给定一个扩张相
当于给定一个二阶同调类.

引理 3.2.5. 设 E,E ′是等价的群扩张, [ ]为 E扩张上 σ导出的商子,则存在 E ′扩

张上的一个截面 σ′,其导出的商子恰好为 [ ].

证明 假设等价由 E
β−→ E ′给出. 则取 σ′ = βσ,由定义可知

σ′(g)σ′(h)σ′(gh)−1 = (βσ(g))(βσ(h))(βσ(gh))−1

= (βσ(g))(βσ(h))(βσ(gh)−1)

= β(i([g, h])).
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则 [g, h]′ = i′−1β(i([g, h])) = [g, h]. 据此可知, 等价的群扩张上的商子的集合是相同
的.

由上面两则引理可知, 群扩张的等价类到群的二阶上同调群之间存在一个良定
义的映射. 下面我们处理相反方向.

引理 3.2.6. 同一个商子 [ ]导出的群扩张总是等价的.

证明 设 E 是由商子 [ ] : G × G → V 给出的群扩张,则作为集合有 E = V × G.
其上的群乘法可由 (a, g) · (b, h) = (a + ρ(g)(b) + [g, h], gh)给定. 因此若另一扩张 E ′

由 [ ]给出,则必然有 E ∼= E ′ ∼= V ⋊[ ] G.

引理 3.2.7. 若两个商子 [ ], [ ]′ 导出同一个二阶上同调群的同调类,则其分别导出
的群扩张是等价的.

证明 设商子 [ ], [ ]′ 分别导出群扩张 E,E ′, 且分别由 σ, σ′ 导出2 , 两商子导出相
同的同调类意味着存在映射 α : G → V , 使得 [g, h] − [g, h]′ = dα(g, h) = gα(h) −
α(gh) + α(g). 设 µ(g) = α(g)−1σ′(g)也为 E ′的截面,其商子为 [ ]′′则有:

[g, h]′′ = α(g)−1σ′(g)α(h)−1σ′(h)σ′(gh)ghα(gh)

= −α(g)− σ′(g)α(h)α′(g)−1 + σ′(g)σ′(h)σ′(gh)−1 + α(gh)

= [g, h]′ − α(g) + g(gh)− gα(h)

= [g, h].

由于 [ ]为 E 的某个截面导出的商子, [ ]′′为 E ′的某个截面导出的商子,由上一引理的
结论可知 E,E ′为等价的群扩张.

定理 3.2.8. 给定 V,G,则群扩张的等价类和上同调群 H2(G, V )有一一对应.

关于李代数的情况是完全类似的,我们在此不予赘述,只需注意此时李代数的扩
张定义为短正合列:

0 → h
i−→ e

π−→ g → 0.

其中 h为 Abel李代数.
2因为商子可以直接生成群扩张,集合上 E ∼= V ⋊[ ] G,可直接找到相对应截面.
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3.3 Van Est双复形

如前文所述,对于李代数的上同调有:

df(X1, . . . , Xn+1) =
1

n+ 1

n+1∑
i=1

(−1)i+1Xif(X1, ˆ. . ., Xn+1)

=
1

n+ 1

∑
i<j

(−1)i+jf([Xi, Xj], X1, ˆ. . ., Xn+1).

(3.7)

对于李群的上同调,有:

δf(a1, . . . , an+1) = a1f(a2, . . . , an+1)

+
n∑
i=1

(−1)if(a1, . . . , aiai+1, . . . , an+1)

+ (−1)n+1f(a1, . . . , an).

(3.8)

并记:

δ0f(a1, . . . , an+1) =
n∑
i=1

(−1)if(a1, . . . , aiai+1, . . . , an+1)

+ (−1)n+1f(a1, . . . , an).

(3.9)

对于 de Rham上同调,有:

dω(X1, . . . , Xn+1) =
1

n+ 1

n+1∑
i=1

(−1)iXiω(X1, ˆ. . ., Xn+1)

+
1

n+ 1

∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj], X1, ˆ. . ., Xn+1)

+
1

n+ 1

n+1∑
i=1

(−1)i+1π(Xi)ω(X1, ˆ. . ., Xn+1).

(3.10)

设 g1, . . . , gr为 r个李代数 g, G1, . . . , Gs为 s个李群G. 我们定义 r, s−上链为函
数 f : (g1, . . . , gr, G1, . . . , Gs) → V ,其关于李代数部分是 r 交错线性的,关于李群部
分为光滑的. 定义 rF s为所有的 r–s上链, 0, 0上链为 V 中元素. 再定义:

rF =
r∑
s

F s, F s =
r∑
r

F s, F =
r∑
F s,

rA =
i∑
i≥r

F, Ar =
∑
i≥r

F i, rAs =
i∑

i≥r,j≥s

F j.
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此时有 0F 为群上同调的上链群 C, F 0为代数上同调的上链群K, F 1为李群外微分形

式上同调的上链群 D. 我们定义此双复形中的边缘算子. 设上边缘算子两方向由 d′, δ′

给出,对于 r方向,在 F 0 上,令 d′ 为李代数上同调中 d. 如果 f 是 r–s上链, s ≥ 1. 定
义:

fa2,...,as(X1, . . . , Xr, a1) = f(X1, . . . , Xr, a1, . . . , as). (3.11)

定义 d′f ∈ r+1F s为:

d′f(X1, . . . , Xr+1, a1, . . . , as) = dfa2,...,as(X1, . . . , Xr+1, a1). (3.12)

其中 d为李群外微分形式上同调边缘算子. 此时易知在 r方向, d′ d′ = 0.
对于 s方向,在 0F 上,定义 δ′ = δ为李群上同调的边缘算子. 在 r–s上链群处,设

f ∈ rF s, ≥ 1,定义:

fX1,...,Xr(a1, . . . , as) = f(X1, . . . , Xr, a1, . . . , as), (3.13)

和

δ′f(X1, . . . , Xr, a1, . . . , as+1) = δ0fX1,...,Xr(a1, . . . , as+1). (3.14)

此时有 δ′ δ′ = 0. 且容易验证 d′δ′f = δ′d′f . 此时 F 构成双复形,定义双复形的边缘算
子为 ∆f = d′f + (−1)rδ′f, f ∈ rF s. 则由双复形的一般理论知 ∆∆ = 0.

3.4 Van Est映射

3.4.1投影同构与逆映射

由于我们考虑的李群与李代数是有限维的,设 n = dimG = dim g,则由定义易知
rA = 0, r ≥ n+1. 而由 δ0的正合性知H(rF ) = 0, r ≥ 1. 上链群的短正合序列导出了
上同调的长正合序列:

· · · → Hk(m+1A) → Hk(mA) → Hk(mF )
c−→ Hk+1(m+1A) → . . .

由上述条件可知 H(mA) = 0, 变换 m 标重复以上长正合序列, 归纳可得 H(mA) =

· · · = H(1A) = 0,则在最后一长正合序列中:

· · · → Hk(1A) → Hk(0A) → Hk(0F )
c−→ Hk+1(1A) → . . .

我们有:
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定理 3.4.1. 投影映射 0σ : F → 0F = C 作为复形间的同态, 导出了同调群的同
构: ϕ : H(F ) → H(C).

我们现在定义 0σ的同调逆,即复形的同态 τ : C → F ,使得在同调群上, τ 导出投
影映射的逆. 首先设 f 是群上同调的 n阶上链,定义:

fi;x1,.̂..,xn(y) = f(x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn). (3.15)

对于李群 G上的切场 X ,我们定义其在 (G1, . . . , Gn)上诱导的切场 ∂i(X)为:

(∂i(X)f)(x1, . . . , xn) = (Xfi;x1,.̂..,xn)(xi). (3.16)

则若X1, . . . , Xk为G上的切场,有 ∂1(X1), . . . , ∂k(Xk)是 (G1, . . . , Gn)上可换的切场.
现设 X1, . . . , Xr ∈ g,我们定义 τf 的 r–(n− r)分量为:

(rτf)(X1, . . . , Xr, a1, . . . , an−r)

=
1

r!

∑
sgn (i1, . . . , ir)(∂1(Xi1) . . . ∂r(Xir)f) (eG, . . . , eG, a1, . . . , an−r)

=
1

r!

∑
sgn (i1, . . . , ir)∂(r)feG,...,eG,a1,...,an−r(Xi1 , . . . , Xir)

= AltX ∂(r)feG,...,eG,a1,...,an−r(X1, . . . , Xr).

(3.17)

其中 AltX 指对李代数部分求交错和:

∂(r)feG,...,eG,a1,...,an−r(X1, . . . , Xr) = (∂1(X1) . . . ∂r(Xr)f)(eG, . . . , eG, a1, . . . , an−r).

此外,补充定义:
rτf = 0, 若 r < 0或 r > n;

rτf = f, 若 r = 0.

将所有分量求直和,得到分量间的映射 τ : C → F :

τf =
∞∑
−∞

rτf.

此时由 Van Est [8]的证明,在复形上,有 τδf = ∆τf ,记 F n
tot =

∑
r
rF n−r,即有下图交

换:
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. . . Cn Cn+1 . . .

. . . F n
tot F n+1

tot . . .

δ

∆

τ τ

此时可知 τ 为复形间的同态,由 0σ τ = IdC ,可知其给出了同调群的同构.
此时设 σ0为 F 到 F 0 = K 的投影映射,即只考虑 F 0 ⊂ F 上的资料,容易验证投

影为复形间的同态,则我们定义 τ0 = σ0 τ : C → K,其将李群上同调的 n阶上链映射

到李代数上同调 n阶上链. 我们称此映射为 Van Est映射.

3.4.2李上同调的长正合序列

我们考虑 Van Est映射 τ0 : C → K,设此复形同态的核为 Z,则有长正合序列

· · · → Hn(Z)
η−→ Hn(C)

τ0−→ Hn(K)
c−→ Hn+1(Z) → . . . (3.18)

考虑复形上的 Mayer-Vietoris 序列, 其结构与代数拓扑中相同. 设三元对为 (τC +

A1, τC,A1),则有长正合序列:

· · · → Hn(τC ∩A1)
ψ−→ Hn(τC)⊕Hn(A1)

ϕ−→ Hn(τC +A1)
∆̃−→ Hn+1(τC ∩A1) → . . . .

其中:
ψu = (−η1u, η2u), u ∈ τC ∩ A1;

ϕ(v1, v2) = ξ1v1 + ξ2v2, v1 ∈ τC, v2 ∈ A1.

且 η1, η2, ξ1, ξ2 均由自然内射导出. δ̃ 为连结映射. 由于 ξ1 : H(τC) → H(τC + A1) =

H(F )为满射,则有 ϕ为满射. 则 ker ∆̃ = H(τC + A1),因此 ∆̃H(τC + A1) = 0,进一
步地知 ψ为单射.
又因为 ξ1 : H(τC) → H(τC + A1)为同构,则可以找到 ϕ的一个群同态的截面,

则可得中间部分的可裂性,即:

H(τC)⊕H(A1) ∼= H(τC)⊕ ψH(τC ∩ A1).

此时将其投到 H(A1)上便得到 H(τC ∩ A1)与 H(A1)的同构.
注意到 τ0f = 0当且仅当 τf ∈ τC ∩A1,有 τZ = τC ∩A1. 而 τ 为H(F )与H(C)

的同构,有 H(Z) ∼= H(τZ). 因此 H(Z) ∼= H(τC ∩ A1) ∼= H(A1).
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3.5 Van Est定理

注意到 F 1 为 de Rham链复形 D, F r, r > 1的上同调相当于固定其他群元时的

de Rham上同调. 因此我们显然有:

引理 3.5.1. 若有H1(D) = · · · = Hk(D) = 0,则当 r = 1, 2, . . . , k,对任意 s ≥ 1有

H(rF s) = 0.

由此我们可以证明 Van Est定理:

定理 3.5.2 (Van Est). 若 H1(D) = · · · = Hk(D) = 0,则有
(i) H0(Z) = H1(Z) = · · · = Hk+1(Z) = 0;
(ii) τ0 在 i = 0, 1, . . . , k 时导出 H i(C) ∼= H i(K),以及 k + 1时单射 Hk+1(C) →

Hk+1(K).

证明 考虑 A1 的谱序列, 由假设及引理可知, 第一页时 i + j ≤ k + 1 的分量均

变为 0, 则此后这部分的指均为 0, 因此收敛到谱序列的极限时有 H0(A1) = · · · =

Hk+1(A1) = 0,由上节结论有 H(Z) ∼= H(A1)恒成立,立得结论 (i). 结论 (ii)仅需要考
虑长正合序列,再由结论 (i)立得.

定义 3.5.1 (k–连通). 若 H1(D) = · · · = Hk(D) = 0,我们称李群为 k–连通的.

我们现在证明,任何一个有限维李代数 g都可以积分成为一个李群.

定理 3.5.3. 任何一个有限维李代数 g,都存在一个李群 G,使得 g是 G的李代数.

证明 设李代数 g的维数为 n. 则存在其伴随表示的正合列:

0 −→ ker ad i−−→ g
ad−−→ ad(g) −→ 0.

其中 ad(g) ⊂ End(g). 由于我们熟知的结论, End(g) = gl(n,R) 为李群 Aut(g) =

GL(n,R) 的李代数. 则由子代数与连通李子群的对应, 我们有 GL(n,R) 的连通李子
群 G0,其李代数为 ad(g). 而根据李群泛覆叠空间的理论, G′ = G̃0 是单连通李群,且
其李代数为 ad(g). 根据李群的理论, 李群的基本群为 0 导出 H2

dR(G
′) = 0, 即 G 是

2–连通的. 则由 Van Est 定理, G′ 的二阶上同调群和 ad(g) 的二阶上同调群同构. 记
V = ker ad,则由二阶上同调群与扩张的关系可知,存在一个群的扩张 G:

1 V G G′ 1

0 V g ad g 0

i π

i′ π′

Lie Lie Lie

此时可以验证 g为 G的李代数.
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3.6另一视角下的 Van Est定理

在这一节中, 我们将简单地从另一视角观察 Van Est 双复形, 引出更一般的构造
上同调的方法,并由此提供其结构更加直观的解释.

3.6.1范畴的神经

对于任意一个范畴 C,我们引入其神经 (Nerve)的概念,在定义范畴时,我们有一
对映射Mor(C)

s

⇒
t
Ob(C). 将其扩展到更多的态射,便有:

定义 3.6.1. 对于任意一个范畴 C,其神经为如下图:

Ob(C) Mor(C) (Mor(C))[2] (Mor(C))[3] . . . . . .
s

t

d0
d1
d2

d0
d1
d2
d3

d0
d1
d2
d3
d4

其中 (Mor(C))[k] 为全体 (g0, . . . , gk−1), gi ∈ Mor(C)满足 s(gi) = t(gi+1),即前后可复
合的 k元态射对. 其中映射定义如下:

d0(g0, g1, . . . , gk−1) = (g1, . . . , gk−1).

di(g0, g1, . . . , gk−1) = (g0, . . . , gi−1gi, . . . , gk−1), i = 1, . . . , k − 1.

dk(g0, g1, . . . , gk−1) = (g0, g1, . . . , gk−2).

d0为去掉目标, dk 为去掉来源, di为中间映射复合.

若将空间取成自由Abel群,则我们可以定义复形的边缘算子为 d =
∑k

i=0(−1)idi.
此时有:

C0 C1 C2 C3 . . . . . .d d d d

此时取任一线性空间 V ,并作映射的线性对偶:

Map(C0, V ) Map(C1, V ) Map(C2, V ) Map(C3, V ) . . .d∗ d∗ d∗ d∗

则可得到一上同调,并得到范畴的上同调群. 考虑范畴 BG,此时其神经为:

∗ G (G)[2] (G)[3] . . . . . .
s

t

d0
d1
d2

d0
d1
d2
d3

d0
d1
d2
d3
d4

此时考虑其生成的上同调,恰好与李群上同调结构吻合. 此时考虑范畴 Pair(G),其对
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象为 G中的元素,态射集为 Pair(G) = G2,态射及其复合由如下图给出:

g h kId=(g,g)

(g,h) (h,k)

Id=(k,k)

(g,k)

注意若将 k–可复合的态射对写成如下形式,记为 (g1, . . . , gk),则其导出的上同调与 δ0

定义的上同调一致.

g0g1 . . . gk g1 . . . gk . . . . . . gk−1gk gk
g0 g1 gk−2 gk−1

此时可知 Van Est双复形的李群分量的上同调无非是 BG范畴与 Pair(G)范畴导出的
上同调.

3.6.2叶理上同调

叶理上同调 (Foliated cohomology) 具有许多不同的定义, 我们在此简述 Van Est
双复形所使用的上同调. 设 pr : Gp+1 → Gp 为投影 (g1, . . . , gp+1) 7→ (g2, . . . , gp+1),则
丛上的映射 dpr : TG

p+1 → TGp,则在纤维上有 (X1, . . . , Xp+1) 7→ (X2, . . . , Xp+1),这
定义了一个子丛 F = ker dpr ∼= Gp+1 × g.

考虑 F 的对偶与外代数丛:

T ∗F ∼= Gp+1 × g∗,∧k T ∗F ∼= Gp+1 ×
∧kg∗.

而由于这一子丛是仅考虑第一分量的, 则其上所作的 de Rham 上同调即为前文所定
义的固定其他分量的 de Rham上同调.

37



第 3章 经典 VAN EST定理

3.6.3李双复形

在这两个观点下,记 Ωr(Gs) =
∧r g∗ × C(Gs, V ),则我们有如下双复形:

∧dim g g∗ Ωdim g(G)

... ... ...

∧2 g∗ Ω2(G) Ω2(G2)

g∗ Ω1(G) Ω1(G2) Ω1(G3) . . .

R C(G) C(G2) C(G3) . . .

R C(G) C(G2) . . .

多出来的列和行均为相关映射的核, 则使用两个不同方向的滤子的谱序列也可以得
到 Van Est定理的结论.
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第 4章 李 2群与李 2代数上的 Van Est定理
在本章中,我们简单地介绍李 2群与李 2代数,并得到特殊情形下的李 2群与李

2代数下的 Van Est定理. 这部分的工作主要跟随 [9][10],本章中的计算量大的部分我
们将略去证明过程. 由于本章中的结构对李 2群及李 2代数均有定义,因此本章中以
李 2代数一词代指李 2群和李 2代数.

4.1 2向量空间上的线性函子范畴

定义 4.1.1. 一个 2向量空间指的是以下结构:

V1 ×V0 V1 V1 V0 V1.
m s

t

u

其中的空间均为线性空间,出现的映射均为线性映射,且 su = tu = Id. V1 可视为 V0

作为范畴上的态射. V1 ×V0 V1 = {(v1, v′1) | s(v1) = t(v′1), v1, v
′
1 ∈ V1}, u(v0)为m复合

映射的单位元.

由线性空间的理论,我们有 V1 ∼= ker s ⊕ V0. 设同构 Φ : V1 → ker s ⊕ V0. 具体写
出则有:

Φ(v1) = (v1 − us(v1), us(v1)),

Φ−1((ω, v)) = ω + u(v).

记 ŝ = sΦ−1, t̂ = tΦ−1. 对于 ω ∈ ker s, v ∈ V0,计算可得有:

ŝ(ω + v) = v,

t̂(ω + v) = v + t(ω).

再由下图:

v + t(ω + ω′) v + t(ω) v

(ω′,v+t(ω))
(ω,v)

(ω′+ω′,v)

可知在 ker s⊕V0中的映射乘积 m̂,有 (ω′, v+t(ω))◦(ω, v) = (ω′+ω′, v). 记W = ker s,
因此等价的 2向量空间本质上由以下资料决定:

(i) 线性映射W
ϕ−−→ V ,

(ii) W ⊕ V
s

⇒
t
V ,使得 s(w, v) = v, t(w, v) = v + ϕ(w).

将 2线性空间视为范畴, 考虑他到自身的线性函子 (F ′, f), 其中 f 作用在对象 V 上,
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F 作用在态射W ⊕ V 上. 则有:

v + ϕ(w) v

(w,v)

被映为 f(v) + f(ϕ(w)) f(v)

F ′(w,v)

由于假设线性性质, F ′(w, v) = F ′(w, 0) + F ′(0, v),且 (0, v) = Idv,有 F ′(0, v) = f(v).
记 F (w) = F ′(w, 0),此时有:

f(v) + f(ϕ(w)) f(v) f(v) + ϕ(F (w)).

(Fw,fv) (Fw,fv)

我们有:

命题 4.1.1. 给定 2 向量空间范畴, 则其到自身的线性函子为所有的线性映射对
(F, f), F : W → W , f : V → V ,使得下图交换

W W

V V

F

ϕ ϕ

f

再考虑不同函子间的线性自然变换. 考虑线性自然变换 α : (F1, f1) ⇒ (F2, f2).
考虑自然变换所需的图表:

f1(v) + f1ϕ(w) f1(v)

f2(v) + f2ϕ(w) f2(v)

α(v+ϕw)

(F1w,f1v)

α(v)

(F2w,f2v)
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将 α写为 (αW , αV ),则简单列举所需条件有:

αV = f1

f1 + ϕαW = f2

F1 + αWϕ = F2

因此仅需多刻画 αW ,为求简便,此后将其直接记为 α : V → W .
此时再考虑线性自然变换的横合成:

∗ ∗ ∗

(F1,f1)

(G1,g1)

α

(F2,f2)

(G2,g2)

β 横复合为 ∗ ∗.

(F2F1,f2f1)

(G2G1,g2g1)

β∗α

则经计算有:

(β ∗ α(v), f2f1(v)) = (G2α(v), g2f1(v)) ◦ (βf1(v), f2f1(v))

= (G2α(v) + βf1(v), f2f1(v)).

即有:
β ∗ α = G2α + βf1 = βϕα + F2α + βf1.

由于线性微分同构可仅由其来源 (F, f) 和 α 决定, 我们将每个线性自然变换记为
(α;F, f). 注意到此时有:

LinNat
s

⇒
t
LinFunct.

(α;F, f) (F, f).

(F, f) + (αϕ, ϕα)

s

t

则由前述 2向量空间的理论, 记线性函子的空间为 End(ϕ), 注意到 α ∈ Hom (V,W ),
ker s ∼= Hom (V,W ),我们有 LinNat ∼= Hom (V,W )⊕ End(ϕ). 进一步还可以证明:

命题 4.1.2. LinNat
s

⇒
t
LinFunct是一个 2线性空间.

进一步地我们将证明, LinNat
s

⇒
t
End(ϕ)在李代数的范畴中,即其是一个李 2代数.

记 A = (α;F, f), B = (β;G, g). 则有:

[A,B] = ([α, β]ϕ + Lϕ(F,f)(β)− Lϕ(G,g)(α), [F,G], [f, g]).
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其中

[α, β]ϕ = αϕβ − βϕα, Lϕ(F,f)(β) = Fβ − βf, Lϕ(G,g)(α) = Gα− αg.

其李代数结构将在下节中展现.
End(ϕ)是一个李代数. 这是由于若 ϕFi = fiϕ,此时有

ϕ[F1, F2] = ϕ(F1F2 − F2F1) = (f1f2 − f2f1)ϕ = [f1, f2]ϕ

即 ([F1, F2], [f1, f2]) ∈ End(ϕ),此外 s, t是李代数同态也是容易验证的.

4.2李 2结构与交叉模

定义 4.2.1. 一个 2群指的是以下结构:

G1 ×G0 G1 G1 G0 G1.
m s

t

u

其中的结构均为群,出现的映射均为群同态,且 su = tu = Id. G1可视为 G0作为范畴

上的态射. G1 ×G0 G1 = {(g1, g′1) | s(g1) = t(g′1), g1, g
′
1 ∈ G1}, u(g0)为 m复合映射的

单位元. 如果群均为李群,映射均为李群同态,此结构则称为李 2群.

定义 4.2.2. 一个李 2代数指的是以下结构:

g1 ×g0 g1 g1 g0 g1
m s

t

u

其中的结构均为李代数,出现的映射均为李代数同态,且 su = tu = Id. g1 可视为 g0

作为范畴上的态射. g1 ×g0 g1 = {(x1, x′1) | s(x1) = t(x′1), x1, x
′
1 ∈ g1}, u(x0)为m复合

映射的单位元.

对于李 2代数考虑 h = ker s,则作为集合 Φ : g1 ∼= g0 ⊕ h. 则正如 2线性空间中
所讨论的,对于 yi ∈ h, xi ∈ g0,李括号:

[(y0, x0), (y1, x1)]

:= Φ
(
[Φ−1(y0, x0),Φ

−1(y1, x1)]
)

= Φ([y0 + u(x0), y1 + u(x1)]1)

= ([y0, y1]1 + [u(x0), y1]1 − [u(x1), y0]1 + [u(x0), u(x1)]1 − u([x0, x1]0), [x0, x1]0)

= ([y0, y1]1 + [u(x0), y1]1 − [u(x1), y0]1, [x0, x1]0) .
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则有 g1 ∼= h⊕L g0,其中 L : g0 → Der(h), x 7→ [u(x),−].

定义 4.2.3. 一个李代数上的交叉模指的是李代数的同态 h
µ−→ g,以及李代数表示

L : g → Der(h),使得:
(i) µ(Lxy) = [x, µ(y)], y ∈ h, x ∈ g,
(ii) Lµ(y0)y1 = [y0, y1], y0, y1 ∈ h.

则有定理:

定理 4.2.1. 李代数的交叉模结构与李 2代数结构一一对应.

证明 我们仅从交叉模导出李 2 代数. 假设 h
µ−→ g, 以及李代数表示 L : g →

Der(h),则考虑向量空间的直和 h⊕ g上的来源和目标以及李括号:

h⊕L g
s

⇒
t
g, s(y, x) = x, t(y, x) = x+ µ(y).

[(y0, x0), (y1, x1)] = ([y0, y1] + Lx0y1 − Lx1y0, [x0, x1]), (y0, x0), (y1, x1) ∈ h⊕L g.

则此时我们已然定义了一个李 2代数.

同样地,我们考虑李群上的 2结构与交叉模:

定义 4.2.4. 一个李群上的交叉模指的是李群的同态 i : H → G,以及李群的右表
示 ρ : G→ Aut (H), g 7→ (·)g,使得

(i) i(hg) = g−1i(h)g,
(ii) hi(h1)0 = h−1

1 h0h1.

则我们构造的李 2群 G1 = H ⋊ρ G0,此时仍有:

定理 4.2.2. 李群的交叉模结构与李 2群结构一一对应.

考虑任意李 2群,其结构为:

G1 ×G0 G1 G1 G0 G1.
m s

t

u

则两端同时 Lie代数化,有:

g1 ×g0 g1 g1 g0 g1.
dm ds

dt

du

这是一个李 2代数.
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下面我们考虑将任意一个李 2代数积分为一个李代数,首先处理 2线性空间的线
性函子,线性自然变换 LinNat

s

⇒
t
End(ϕ)我们已经证明其为李 2代数,观察到 gl(ϕ)0 :=

End(ϕ)中的元素 (F, f) ∈ gl(W )⊕ gl(V )为李子代数. 且有 t(α; 0, 0) = (αϕ, ϕα). 我们
仅需要积分交叉模.

命题 4.2.3. 我们有 GL(ϕ)H
∆−→ GL(ϕ)0是李 2群的交错模,其中:

GL(ϕ)H =
{
α ∈ Hom(V,W ) | I + ϕα, I + αϕ均可逆

}
,

GL(ϕ)0 = {(F, f) ∈ GL(W )× GL(V ) | ϕF = fϕ} ,

∆ : GL(ϕ)H → GL(ϕ)0, α 7→ (I + ϕα, I + αϕ),

α(F,f) = F−1αf.

其中 GL(ϕ)H 中的群运算 α � β = α + β + αϕβ. 导出的李 2群的李 2代数恰好为上
述结构.

4.3李 2结构上的表示

我们先定义李 2群上的表示,我们在交叉模上考虑.

定义 4.3.1. 设李 2代数给出交叉模 h
µ−→ g,则李 2代数的一个表示为下述李代数

同态的交换图:
h Hom(V,W )

g gl(ϕ)0

ρ1

µ ∆

ρ0

若将 ρ0 写为分量形式 ρ00 : g → gl(V ), ρ10 : g → gl(W ). 则对任意 x ∈ g应有如下

交换图:
W W

V V

ρ10(x)

ϕ ϕ

ρ00(x)

ρ1 : h → Hom(V,W )为李代数同态,即对任意 y0, y1 ∈ h,

ρ1([y0, y1]) = ρ1(y0)ϕρ1(y1)− ρ1(y1)ϕρ1(y0).

44



第 4章 李 2群与李 2代数上的 VAN EST定理

表示应该保两端的作用,对任意 y ∈ h, x ∈ g,有:

ρ1(Lxy) = Lρ0(x)ρ1(y) = ρ10(x)ρ1(y)− ρ1(y)ρ
0
0(x).

我们给出李 2代数的伴随表示,仍在交叉模上讨论,则对于李 2代数 h
µ−→ g,考虑

如下表示:
h Hom(g, h)

g gl(µ)0

ad1

µ ∆

ad0

其中 ad1(y) = −L(·)y, ad0(x) = (Lx, adx). 我们验证这确实是一个表示. 首先:

µLx(y) = [x, µ(y)] = adxµ(y),

由此可知 ad0是良定义的,由于:

m([(uµy0, y0), (y1, 0)]) = [m(uµy0, y0),m(y1, 0)] = [y0, y1],

m([(uµy0, y0), (y1, 0)]) = m([uµy0, y1], [y0, 0]) = m([uµy0, y1], 0) = [uµy0, y1],

可知 [y0, y1] = [uµy0, y1].

∆ ad1(y) = ∆(−L(·)y) = ((−L(·)y)µ, µ(−L(·)y)) = (−[uµ(·), y],−[µu(·), µ(y)])

= ([y, ·], [µ(y), ·]),

ad0 µ(y) = (Lµ(y)(·), adµ(y)(·)) = ([uµ(y), ·], [µ(y), ·]) = ([y, ·], [µ(y), ·]).

由此可知图确为交换图. ad0为李代数同态较为简单,对于 ad1验证同态:

ad1([y0, y1])(x) = −Lx([y0, y1]) = [ux, [y1, y0]].

[ad1y0, ad1y1](x) = [L(·)y0, L(·)y1](x)

=
[
(L(·)y0)µ(L(·)y1)− (L(·)y1)µ(L(·)y0)

]
(x)

= L(·)y0[x, µy1]− L(·)y1[x, µy0]

= [[ux, uµy1], y0]− [[ux, uµy0], y1] = [[ux, y1], y0]− [[ux, y0], y1]

= [ux, [y1, y0]] = ad1[y0, y1](x).
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而关于作用有:

ad1(Lx0y)(x1) = −L(·)(Lx0y)(x1) = −Lx1(Lx0y)(x1)

= −[ux1, Lx0y] = −[ux1, [ux0, y]] = −[[y, ux0], ux1].

Lad0(x0)(ad1(y))(x1) = L(Lx,adx)(−L(·)y)(x1)

= (Lx0(−L(·)y) + L(·)y adx0)(x1)

= Lx0(−Lx1y) + L[x0,x1]y

= [ux0,−[ux1, y]] + [u[x0, x1], y] = [ux0,−[x1, y]] + [[ux0, ux1], y]

= −[[y, ux0], ux1] = ad1(Lx0y)(x1).

综上可知,此表示确实为李 2代数的 2–表示. 此时我们有:

0 ker ad1 h ad1(h) 0

0 ker ad0 g ad0(g) 0

µ

ad1(h) Hom(h, g)

ad0(g) gl(µ)0

因为我们已经知道如何积分 2线性空间导出的李 2代数,我们进而只需将李 2代数的
扩张积分到李 2群的扩张.

4.4李 2结构上的双复形

我们将李 2代数写为群胚的神经:

g0 g1 g2 g3 . . . . . .
s

t

d0
d1
d2

d0
d1
d2
d3

d0
d1
d2
d3
d4

46



第 4章 李 2群与李 2代数上的 VAN EST定理

并得到李 2代数的双复形:

CCE(g0) CCE(g1) CCE(g2) CCE(g3) . . . . . .∂∗ ∂∗ ∂∗ ∂∗

其中每个纵方向都为 Chevalley-Eilenberg上同调, 横向为神经导出的上链群列. 则可
以证明此图映射都是交换的, 即其确实构成双复形. H2

tot(g1) 中的元素形如 (ω, φ) ∈∧2 g∗0 ⊕ g∗1,此时我们可以构造:

[(x0, λ0), (x1, λ0)]ω := ([x0, x1],−ω(x0, x1)) ∈ g0 ⊕ω R,

µφ(y) = (µ(y), ϕ((y, 0))).

L(x,λ)y = Lxy.

并以此得到李 2代数的扩张:

0 0 h h 0

0 R g0 ⊕ω R g0 0

Id

µφ µ

此时我们仍有:

命题 4.4.1. H2
tot(g1)和李 2代数 g1关于 2线性空间1 0 → R的扩张有一一对应.2

类似地,我们考虑李 2群的神经:

G0 G1 G2 G3 . . . . . .
s

t

d0
d1
d2

d0
d1
d2
d3

d0
d1
d2
d3
d4

CGrp(G0,R) CGrp(G1,R) CGrp(G2,R) CGrp(G3,R) . . . . . .∂∗ ∂∗ ∂∗ ∂∗

其中每个纵方向都为 Chevalley-Eilenberg上同调, 横向为神经导出的上链群列. 则可
以证明此图映射都是交换的,即其确实构成双复形.

命题 4.4.2. H2
tot(G1)和李 2群 G1关于 Abel 2群 0 → R的扩张有一一对应.

1此时即为线性空间
2关于 2线性空间 0 → V 扩张的讨论是完全类似的.
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考虑每列上的 Van Est映射 Φp : CGrp(Gp,R) → CCE(gp),则一系列 Φp 导出了李

2群双复形到李 2代数双复形的一个映射 Φ. 我们可证明:

命题 4.4.3. Φ是李 2群双复形到李 2代数双复形的一个同态.

4.5李 2结构上特殊情形下的 Van Est定理

考虑每列 Van Est映射生成的映射锥M(Φp),则由映射锥的性质有:

引理 4.5.1. 若 Gp是 n连通的,则 Hk(M(Φp)) = 0, k ≤ n.

而由于 Φ是李 2群双复形到李 2代数双复形的一个同态,此时自然地,每列的映
射锥M(Φp)构成了一个双复形.

定理 4.5.2. 设G•为李 2群,其交错模中H → G0有G0是 n–连通,H为 (n−1)–连
通. 则 Hk

tot(M(Φ)) = 0, k ≤ n.

证明 由于集合上有 G1
∼= H ×G0,根据 Kunneth公式,有

Hk(G1) =
⊕
a+b=n

Ha(H)⊗Hb(G0),

可得G1为 (k− 1)–连通的. 如此使用归纳法与 Kunneth公式,可得Gp均为 (k− 1)–连
通的.正如我们在 Van Est定理中所补充的,使用谱序列可以直接得到 Hk

tot(M(Φ)) =

0, k ≤ n.

我们在特殊情况下积分李 2代数.

定理 4.5.3. 设 g•是李 2代数,使得 ker s∩ C(u(g0)) = 0,其中 C为中心化子,则李
2代数 g•是可积的.

证明 设 h = ker s. 对于任意 y ∈ h, y 6= 0,由条件有 y /∈ C(u(g0)). 这意味着存在
x ∈ g0, [y, u(x)] 6= 0,即 −Lxy 6= 0,即 ad1y 6= 0. 因此我们有 ker ad1 = 0. 此时李 2代
数的 2–表示为:

0 0 h ad1h 0

0 ker ad0 g0 ad0(g0) 0

ad1

µ

ad0
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根据前述讨论, ad1(h) → ad0(g0)可以被积分为 H → G,其中 H 为 1–连通, G为 2–连
通的. 则:

1 (0) H H 1

1 ker ad0 E G 1

则由上述定理以及映射锥的性质知 [ω] ∈ H2
tot(ad•, ker ad0) ∼= H2

tot(H → G, ker ad0),则
存在唯一的 [

∫
ω] ∈ H2

tot(H → G, ker ad0),因此我们可以导出 H → G的交叉模扩张,
而此交叉模对应这原李 2代数积分的李 2群.
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第 5章 Van Est定理的应用

5.1简单李代数的积分

我们现在使用 Van Est映射的方法来积分一些简单的李代数. 注意到在定义 Van
Est映射时我们有 C 到 F 的映射,将其限制在 K,对于 n次余链 F ,展开便得到:

(nτF )(X1, . . . , Xn) =
1

n!

∑
sgn(i1, . . . , in)

d
dt1

∣∣∣∣
t1=0

. . .
d
dtn

∣∣∣∣
tn=0

F (exp t1X1, . . . , exp tnXn) .

此时若 n = 2,则有:

(2τF )(X,Y ) =
1

2!

d
dt1

∣∣∣∣
t1=0

d
dt2

∣∣∣∣
t2=0

(F (exp t1X, exp t2Y )− F (exp t1Y, exp t2X)) .

且注意到在李代数上同调中,若 f ∈ H2
CE(g,R),则有:

df(X1, X2, X3) = X1f(X2, X3)−X2f(X1, X3) +X3f(X1, X2)

− f([X1, X2], X3) + f([X1, X3], X2)− f([X2, X3], X1) = 0.

以及李代数的扩张中:

0 V g h 0.i π

σ

h在 V 上的作用 vh = i−1[i(v), σ(h)],以及商子定义为 {g, h} = [σ(g), σ(h)] − σ[g, h],
g, h ∈ h. 仍考虑 V ⊕{ } h中的 Jacobi恒等式,我们可得到李代数的扩张等价类与其二
阶上同调群有一一对应.

5.1.1二维非平凡李代数

当 dim g = 2且为非交换李代数时,我们熟知此时李代数同构于一种形式:

定义 5.1.1. 二维非平凡李代数同构于如下的 g,其线性空间的基底为 X,Y ,李括
号满足:

[X,X ] = 0, [Y, Y ] = 0, [X,Y ] = X.

我们统称其为二维非平凡李代数,并默认考虑基底如上.

下面我们将使用 Van Est定理将其积分为一李群. 首先考虑李代数的伴随表示的
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正合列:
0 ker ad g ad(g) 0.i ad

则由于 ker ad为李代数 g的中心,而根据李代数构造知:

X̃ = ad(X) =

0 1

0 0

 , Ỹ = ad(Y ) =

−1 0

0 0

 .

知李代数的中心为零,因此扩张中的 V = 0, g ∼= h,因此我们直接积分 h便可以得到 g

的李群.
由于 ad(g) ⊆ gl(2,R),考虑指数映射 exp,则我们可以获得到李群 G的单位元邻

域 U 的同胚:

exp(aX̃ + bỸ ) = exp

−b a

0 0

 =

e−b a(1−e−b)
b

0 1

 =

x y

0 1

 .

其中 x > 0, y ∈ R. 而由于连通李群的单位元的 U 可以生成李群 G =
⋃
i U

i,我们将
如上形式做乘积生成群,得到:

G =


x y

0 1

∣∣∣∣∣∣ x > 0, y ∈ R

 .

是 g的李群.

5.1.2 Heisenberg李代数

下面我们考虑三维的李代数, 二维的非平凡李代数的特殊性在于其伴随表示同
构于自身, 即李代数不存在中心. 下面我们考虑三维存在中心的李代数, 其复杂性高
于上述例子.

定义 5.1.2. 一个 Heisenberg李代数指的是一个三维李代数 g, 其基底为 X,Y, Z ,
李括号由如下条件反交换线性生成 (忽略与自身的李括号):

[X,Y ] = 0, [X,Z] = 0, [Y, Z] = X.
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我们首先考虑此李代数的伴随表示

0 ker ad g ad(g) 0.i ad

写出伴随表示的矩阵形式

ad(X) =


0 0 0

0 0 0

0 0 0

 , Ỹ := ad(Y ) =


0 0 1

0 0 0

0 0 0

 , Z̃ := ad(Z) =


0 −1 0

0 0 0

0 0 0

 .

则此时 R ∼= ker ad,其基底为 X ∈ g的原像,记为 X̃ . 并记 h = ad(g),此时由 [Ỹ , Z̃] =

ad[Y, Z] = ad(X) = 0知 h为二维交换李代数,考虑李代数扩张的截面,作用和商子:

0 R g h 0.
ad

σ

由上述讨论知 h在 R上的作用由

X̃ Ỹ = i−1[i(X̃), σ(Ỹ )] = i−1[X, aX + Y ] = 0,

X̃ Z̃ = i−1[i(X̃), σ(Z̃)] = i−1[X, bX + Z] = 0.

生成,知 h在 R上的作用为零作用. 再考虑截面生成的商子:

i
{
Ỹ , Z̃

}
= [σ(Ỹ ), σ(Z̃)]− σ[Ỹ , Z̃] = [aX + Y, bX + Z] = X.

可知商子为
{
Ỹ , Z̃

}
= X̃ 生成的反对称双线性函数 { } :

∧2 h → R.
下面我们将逐一将结构对应到李群上,首先我们将李代数 h积分,使用同样的指

数映射的方法,得到李群:

H =



1 a b

0 1 0

0 0 1


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a, b ∈ R

 .

我们发现此时李群H中的元素可以用二元数对 (a, b)唯一确定,而矩阵李群恰好为其
坐标的欧氏空间的嵌入子流形,则我们表示李群的连续函数时,可以将其限制在其坐
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标上,得到关于其坐标的连续函数. 容易看出 H 为单连通李群,为考虑李群 H 上的二

阶上同调,我们先考虑将作用提升到李群上. 由下图:

H Aut(R)

h End(R)

IdR

Lie Lie

0R

我们可知原李代数 h的作用导出了李群 H 的作用,由于李代数的作用为零作用,则李
群的作用为平凡作用. 我们将李代数 h中的元素 aỸ + bZ̃简记为 (a, b),则我们李代数
上的商子所对应的二阶同调群的元素 f :

∧2 h → R应满足:

f(Ỹ , Z̃) = X̃, f((1, 0), (0, 1)) = 1.

由 Van Est定理,我们知道存在李群二阶同调群中的元素 F : H ×H → R. 将 F 也写

为四元光滑函数,则由表达式有:

1 = f(Ỹ , Z̃) = (2τF )((1, 0), (0, 1))

=
1

2

d
dt1

∣∣∣∣
t1=0

d
dt2

∣∣∣∣
t2=0

(F (exp(t1, 0), exp(0, t2))− F (exp(0, t1), exp(t2, 0)))

=
1

2

d
dt1

∣∣∣∣
t1=0

d
dt2

∣∣∣∣
t2=0

(F ((0, exp t1), (− exp t2, 0))− F ((− exp t1, 0), (0, exp t2))) .

若此时我们选取 F (x1, x2, x3, x4) = 2x1x4,则:

1

2

d
dt1

∣∣∣∣
t1=0

d
dt2

∣∣∣∣
t2=0

(F ((0, exp t1), (− exp t2, 0))− F ((− exp t1, 0), (0, exp t2)))

=
1

2

d
dt1

∣∣∣∣
t1=0

d
dt2

∣∣∣∣
t2=0

(−F ((− exp t1, 0), (0, exp t2)))

=
d
dt1

∣∣∣∣
t1=0

d
dt2

∣∣∣∣
t2=0

(exp t1 exp t2) = 1.

即 F 满足上述条件. 此时设 λ1, λ2 ∈ R,仍以数对记 (a, b) ∈ H ,则我们此时可以选取
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R⊕F H 上的群结构为:

(λ1, (x1, x2)) · (λ2, (x3, x4)) = (λ1 + λ
(x1,x2)
2 + F ((x1, x2), (x3, x4)), (x1 + x3, x2 + x4))

平凡作用
====== (λ1 + λ2 + F ((x1, x2), (x3, x4)), (x1 + x3, x2 + x4))

= (λ1 + λ2 + 2x1x4, (x1 + x3, x2 + x4)).

若将其显化写出,设 (λ, (x, y))对应着矩阵:


1 x λ/2

0 1 y

0 0 1

 .

则有 (λ1, (x1, x2)), (λ2, (x3, x4))分别对应:


1 x1 λ1/2

0 1 x2

0 0 1

 ,


1 x3 λ2/2

0 1 x4

0 0 1

 .

其矩阵乘积:
1 x1 λ1/2

0 1 x2

0 0 1

 ·


1 x3 λ2/2

0 1 x4

0 0 1

 =


1 x1 + x3 (λ1 + λ2 + 2x1x4)/2

0 1 x2 + x4

0 0 1

 .

右端矩阵恰好对应 (λ1 + λ2 + 2x1x4, (x1 + x3, x2 + x4)) = (λ1, (x1, x2)) · (λ2, (x3, x4)).

定义 5.1.3. 定义 Heisenberg群为如下的群:

Hs =



1 a b

0 1 c

0 0 1


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ R

 .

则上述的讨论说明,此时我们的群扩张 R⊕F H ∼= Hs. 即我们得到, Heisenberg李
代数是 Heisenberg群的李代数.
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第 6章 结语
在本文中我们证明的经典 Van Est定理,并使用其方法具体计算了两个低维李代

数的积分. 在经典 Van Est定理后我们补充了范畴论的观点, 这也与我们其后的讨论
李 2结构的 Van Est定理一脉相承. 现代观点下的对称性可以由高阶结构和同伦等方
式刻画,本文涉及的李 2结构特殊情况下的 Van Est定理仅涉及简单的 2结构,而正如
群的上同调可以由范畴的神经导出,李 2群上的表示与上同调也高度依赖范畴论的观
点,其内容可见 [11]. 更一般的高阶结构上类似的讨论已远超笔者能力所及,本文的讨
论也仅作抛砖引玉,谨希望能够向读者提供些许帮助.
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