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研究背景

在 1870年前后, Sophus.Lie在求解微分方程时引入了李群的概念,
进而导出如今称为李代数的代数结构, Sophus.Lie的工作开创并推动了
李群与李代数的发展.

在 19世纪末,李群在代数学和拓扑学得到了迅速发展,成为了数学
的一个重要分支. 20世纪 50年代,代数群论和代数几何的方法将李理
论的发展推入了新的阶段. 在现代的观点下,李理论通过李变换群与几
何学,拓扑学联系;通过线性表示论与代数学,分析学联系. 李群在数学
物理以及量子物理中也有着重要应用.

李代数作为非结合代数,其概念本身也得到了充分的抽象和研究.
单李代数的分类,根系和李代数表示是李代数理论中精彩的问题. 李代
数如今在数学以及古典力学,量子力学中有重要的应用. 李群与李代数
的理论各有丰富的成果,两结构间的关系便自然成为重要的研究命题.
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研究背景

在经典李理论中,李群是连续且全局的,而李代数是离散且局部的,
数学中一重要问题便是衡量两者间的关系. 李群可以局部微分得到李代
数,而李的第三定理保证有限维李代数积分成为一个李群. 此定理的一
个传统证明是利用 Ado定理,将李代数嵌入为有限维线性李代数,再通
过李子群与李子代数的对应关系得到所求解. 经典方法往往涉及复杂的
分析学手段.

1953年, W. T. Van Est发表了一篇有关李群与李代数上同调的论文,
在此论文中他构造了李群的群上同调到李代数上同调的 Van Est映射,
并使用 de Rham上同调来控制 Van Est映射的性质. 由于群扩张,李代数
扩张的等价类与其二阶上同调群有一一对应. 作为推论,在一定条件下,
对于给定的李代数扩张我们可以找到其李群扩张,进而从几乎纯几何与
代数的方法得到李的第三定理的证明. 也正因此 Van Est的方法极富有
拓展性. 目前 Van Est定理的研究内容扩展到范畴上,进而产生了李 2
群,李 2代数,李群胚上的 Van Est定理一系列丰富的结果.
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微分流形,李群与李代数

微分流形的定义以及结论主要应用于定义李群的结构,以及定义
微分流形上的向量丛,微分流形上的 de Rham上同调. 关于李群
李代数,我们主要依赖以下结论:

定理

设 G为李群,其李代数为 g,设 h̃ ⊂ g为李子代数. 则存在 G的唯一的连通李子
群 (H, φ)使得 dφ(h) = h̃.

定理 (李代数同态的积分)
设 G和 H均为李群,其李代数分别为 g和 h,且 G为单连通李群. 设 ψ : g → h
为李代数的同态,则存在唯一的李群同态 φ : G → H使得 dφ = ψ.

定理

每个连通李群都有单连通的覆叠空间,其本身构成一个李群,且覆盖映射是李群
的同态. 此泛覆叠空间的李代数与原李群的李代数相同.
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代数拓扑与同调代数

论文中使用了众多代数拓扑中的概念与结论,包括基本群,同调
群,上同调群;以及相应的计算方法,如同伦不变性, Mayer-Vietoris
序列,泛系数公式, Kunneth公式等. 其理论可以推广至一般 Abel
范畴上,因此我们直接在 Abel范畴上给出上同调的定义,并给出
复形的映射锥的概念与性质,以及计算上同调的谱序列方法.
应用在李群与李代数上, Van Est定理依赖于以下结论:

定理

若 G是单连通李群,则 H2(G;R) = 0.

定理 (de Rham定理)
对于任意光滑流形 M和非负整数 k, de Rham同态 l : Hk

dR(M) → Hk(M;R)是同
构.

田泽禹 吉林大学数学学院

Van Est定理及其应用 8 / 43



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .. .. .
研究背景

. .. .. .. .. .
研究方法与理论工具

. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .
研究内容与结果

. .. .. .. .. .. .
应用实例与创新点

. .. .. .. .
参考文献

范畴论与高阶范畴化

文章中经典 Van Est定理中群上同调的形式可以由范畴的神经 (Nerve)
给出,同时 Van Est定理的结论可以推广至范畴结构上,得到李 2-群与李
2-代数的 Van Est定理. 注意到群胚的严格幺半范畴如果是群则构成严
格 2-群,在群胚上考虑,给出定义:

定义 (2-向量空间)
一个 2-向量空间指的是以下结构:

V1 ×V0 V1 V1 V0 V1.
m s

t

u

其中的空间均为线性空间,出现的映射均为线性映射,且 su = tu = Id. V1 可视
为 V0 作为范畴上的态射. V1 ×V0 V1 = {(v1, v′1) | s(v1) = t(v′1), v1, v′1 ∈ V1},
u(v0)为 m复合映射的单位元.
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范畴论与高阶范畴化

定义 (2-群)
一个 2-群指的是以下结构:

G1 ×G0 G1 G1 G0 G1.
m s

t

u

其中的结构均为群,出现的映射均为群同态,且 su = tu = Id. G1可视为 G0作为
范畴上的态射. G1 ×G0 G1 = {(g1, g′1) | s(g1) = t(g′1), g1, g′1 ∈ G1}, u(g0)为 m
复合映射的单位元. 如果群均为李群,映射均为李群同态,此结构则称为李 2群.

定义 (李 2-代数)
一个李 2-代数指的是以下结构:

g1 ×g0 g1 g1 g0 g1
m s

t

u

其中的结构均为李代数,出现的映射均为李代数同态,且 su = tu = Id. g1 可视
为 g0 作为范畴上的态射. g1 ×g0 g1 = {(x1, x′1) | s(x1) = t(x′1), x1, x′1 ∈ g1},
u(x0)为 m复合映射的单位元.
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平展空间与表示

在经典 Van Est定理中,有限维向量空间作为平展空间. 假设有限维向量
空间 V,则有 gl(V)为李代数, GL(V)为李群.
设 g为有限维李代数,则其在有限维向量空间 V上的表示为李代数同态
ρ : g −→ gl(V);设 G为李群,则其在有限维向量空间 V上的表示为李群
同态 ρ : G −→ GL(V).
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de Rham上同调 (带有表示 π)

M定义为光滑流形, V为有限维非零实线性空间,映射均为光滑 M → V
映射. 一个 n次外形式 ω是 M上向量场 X1, . . . ,Xn的 n元线性交错型,
每个 ω(X1, . . . ,Xn)是 M → V的映射,其在 s处的值记为
ω(X1, . . . ,Xn, s). 文中我们定义 π(X) ∈ End(V),定义边缘算子为 (此处
Xi为切场):

dω(X1, . . . ,Xn+1) =
1

n+ 1

n+1∑
i=1

(−1)iXiω(X1, ˆ. . .,Xn+1)

+
1

n+ 1

∑
i<j

(−1)i+jω([Xi,Xj],X1, ˆ. . .,Xn+1)

+
1

n+ 1

n+1∑
i=1

(−1)i+1π(Xi)ω(X1, ˆ. . .,Xn+1)

此时 d ◦ d = 0,并定义了带有表示的 de Rham上同调.
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李代数上同调 (Chevalley-Eilenberg上同调)

将微分形式限制在Maurer-Cartan形式上,定义李代数的 Chevalley -
Eilenberg上同调. 设 g为有限维实李代数, V为有限维向量空间,且有一
表示 ρ : g → gl(V),即 g在 V上有一左作用. Chevalley - Eilenberg复形
定义为 Homk(

∧•
g,V), n阶上闭链群为所有的交错 n线性函数

f :
∧n

g → V. 记 g∗ 为李代数的对偶空间,则 Chevalley - Eilenberg复形
同构于 V⊗

∧•
g∗. 设 f为 n阶上闭链, X1, . . . ,Xn+1 ∈ g,上边缘算子定义

为 (此处 Xi为左作用):

(d f)(X1, . . . ,Xn+1) =

n+1∑
i=1

(−1)i+1Xi f(X1, ˆ. . .,Xn+1)

+
∑
i<j

(−1)i+jf([Xi,Xj],X1, ˆ. . .,Xn+1).

此时 d ◦ d = 0,并定义了李代数上同调.
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李群的群上同调

我们这里定义李群作为群的上同调. 设 G为群, Gn为 G的笛卡尔
积. V为有限维线性空间, ρ : G → GL(V)为群表示. 则 n ≥ 0维闭
链群 Cn(G,V)定义为所有 Gn到 V的函数构成的 Abel群,其中
G0视为单位元 eG. 上边缘算子 dn+1 : Cn(G,V) → Cn+1(G,V)定
义为:

(dn+1f)(g1, . . . , gn+1) = ρ(g1)f(g2, . . . , gn+1) + (−1)n+1f(g1, . . . , gn)

+

n∑
i=1

(−1)if(g1, . . . , gi−1, gigi+1, . . . , gn+1).

(1)
则类似的,此时有 dn+1 ◦ dn = 0,并定义李群的上同调群.
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二阶群上同调与群扩张

定义

设 V为 Abel群, G为任意群,称群 E为群 G关于 V的群扩张,如果存在群的正
合列

1 → V i−→ E π−→ G → 1.

定义

我们说两个扩张是同构的,如果其正合列:

1 V E G 1

1 V′ E′ G′ 1

i π

i′ π′

α β γ

是同构的,即其中 α, β, γ 均为同构;如果此时 α = IdV, γ = IdG,我们称两扩张
是等价的.
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二阶群上同调与群扩张

此时我们可以证明:

定理

给定 V,G,则群扩张的等价类和上同调群 H2(G,V)有一一对应.

关于李代数的情况是完全类似的,此时李代数的扩张定义为短正合列:

0 → h
i−→ e

π−→ g → 0.

其中 h为 Abel李代数.
二阶上同调与代数结构的扩张的等价类的一一对应,是 Van Est定理证
明中的关键定理.
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Van Est双复形 (Van Est表法)

设 g1, . . . , gr 为 r个李代数 g, G1, . . . ,Gs 为 s个李群 G. 我们定义 r, s−
上链为函数 f : (g1, . . . , gr,G1, . . . ,Gs) → V,其关于李代数部分是 r交错
线性的,关于李群部分为光滑的. 定义 rFs 为所有的 r–s上链, 0-0上链为
V中元素. 再定义:

rF =

r∑
s

Fs, Fs =

r∑
r

Fs, F =

r∑
Fs,

rA =

i∑
i≥r

F, Ar =
∑
i≥r

Fi, rAs =

i∑
i≥r,j≥s

Fj.

此时有 0F为群上同调的上链群 C, F0 为代数上同调的上链群 K, F1 为
李群外微分形式上同调的上链群 D. 我们定义此双复形中的边缘算子.
设上边缘算子两方向由 d′, δ′ 给出,对于 r方向,在 F0 上,令 d′ 为李代数
上同调中的 d.
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Van Est双复形 (Van Est表法)

记

δ0f(a1, . . . , an+1) =

n∑
i=1

(−1)if(a1, . . . , aiai+1, . . . , an+1)

+ (−1)n+1f(a1, . . . , an).

(2)

如果 f是 r–s上链, s ≥ 1. 定义:

fa2,...,as(X1, . . . ,Xr, a1) = f(X1, . . . ,Xr, a1, . . . , as). (3)

定义 d′f ∈ r+1Fs 为:

d′f(X1, . . . ,Xr+1, a1, . . . , as) = dfa2,...,as(X1, . . . ,Xr+1, a1). (4)

其中 d为李群外微分形式上同调边缘算子. 此时易知在 r方向, d′ d′ = 0.
对于 s方向,在 0F上,定义 δ′ = δ为李群上同调的边缘算子. 在 r–s上
链群处,设 f ∈ rFs, ≥ 1,定义:

fX1,...,Xr(a1, . . . , as) = f(X1, . . . ,Xr, a1, . . . , as), (5)

和
δ′f(X1, . . . ,Xr, a1, . . . , as+1) = δ0fX1,...,Xr(a1, . . . , as+1). (6)
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Van Est双复形 (Van Est表法)

此时有 δ′ δ′ = 0. 且容易验证 d′δ′f = δ′d′f. 此时 F构成双复形,定义双复
形的边缘算子为 ∆f = d′f+ (−1)rδ′f, f ∈ rFs. 则由双复形的一般理论知
∆∆ = 0. 我们有:

定理

投影映射 0σ : F → 0F = C作为复形间的同态,导出了同调群的同构:
ϕ : H(F) → H(C).

定义复形逆,首先定义:

fi; x1,.̂..,xn(y) = f(x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn). (7)

对于李群 G上的切场 X,我们定义其在 (G1, . . . ,Gn)上诱导的切场 ∂i(X)
为:

(∂i(X)f)(x1, . . . , xn) = (Xfi; x1,.̂..,xn)(xi). (8)

则若 X1, . . . ,Xk为 G上的切场,有 ∂1(X1), . . . , ∂k(Xk)是 (G1, . . . ,Gn)上

可换的切场.
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Van Est双复形 (Van Est表法)

现设 X1, . . . ,Xr ∈ g,我们定义 τ f的 r-(n− r)分量为:

(rτ f)(X1, . . . ,Xr, a1, . . . , an−r)

=
1

r!
∑

sgn (i1, . . . , ir)(∂1(Xi1) . . . ∂r(Xir)f) (eG, . . . , eG, a1, . . . , an−r)

=
1

r!
∑

sgn (i1, . . . , ir)∂(r)feG,...,eG,a1,...,an−r(Xi1 , . . . ,Xir)

= AltX ∂(r)feG,...,eG,a1,...,an−r(X1, . . . ,Xr).
(9)

其中 AltX指对李代数部分求交错和:

∂(r)feG,...,eG,a1,...,an−r(X1, . . . ,Xr) = (∂1(X1) . . . ∂r(Xr)f)(eG, . . . , eG, a1, . . . , an−r).

此外,补充定义:
rτ f = 0, 若 r < 0或 r > n;
rτ f = f, 若 r = 0.

田泽禹 吉林大学数学学院

Van Est定理及其应用 21 / 43



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .. .. .
研究背景

. .. .. .. .. .
研究方法与理论工具

. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .
研究内容与结果

. .. .. .. .. .. .
应用实例与创新点

. .. .. .. .
参考文献

Van Est双复形 (Van Est表法)

将所有分量求直和,得到分量间的映射 τ : C → F:

τ f =
∞∑
−∞

rτ f.

此时由 Van Est的证明,在复形上,有 τδf = ∆τ f. 我们考虑 Van Est映射
τ0 : C → K,设此复形同态的核为 Z,使用Mayer-Vietoris序列可以证明:
H(Z) ∼= H(τZ). 因此 H(Z) ∼= H(τC ∩ A1) ∼= H(A1).
注意到 F1 为 de Rham链复形 D, Fr, r > 1的上同调相当于固定其他群
元时的 de Rham上同调. 因此我们显然有:

引理

若有 H1(D) = · · · = Hk(D) = 0,则当 r = 1, 2, . . . , k,对任意 s ≥ 1有
H(rFs) = 0.
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Van Est定理

由此我们可以证明 Van Est定理:

定理 (Van Est)
若 H1(D) = · · · = Hk(D) = 0,则有

(i) H0(Z) = H1(Z) = · · · = Hk+1(Z) = 0;
(ii) τ0 在 i = 0, 1, . . . , k 时导出 Hi(C) ∼= Hi(K), 以及 k + 1 时单射

Hk+1(C) → Hk+1(K).

定义 (k–连通)
若 H1(D) = · · · = Hk(D) = 0,我们称李群为 k–连通的.

我们现在证明,任何一个有限维李代数 g都可以积分成为一个李群.

定理

任何一个有限维李代数 g,都存在一个李群 G,使得 g是 G的李代数.
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交叉模与 2-结构

定义

一个李代数上的交叉模指的是李代数的同态 h
µ−→ g,以及李代数表示

L : g → Der(h),使得:
(i) µ(Lxy) = [x, µ(y)], y ∈ h, x ∈ g,
(ii) Lµ(y0)y1 = [y0, y1], y0, y1 ∈ h.

定理

李代数的交叉模结构与李 2代数结构一一对应.

李群的情况完全类似不予赘述,在此之后所有的 2-结构均以交叉模表
示.
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2-线性空间上的李 2-群

考虑任意李 2群,其结构为:

G1 ×G0
G1 G1 G0 G1.

m s

t
u

则两端同时 Lie代数化,有:

g1 ×g0 g1 g1 g0 g1.
dm ds

dt

du

这是一个李 2代数.
考虑将任意一个李 2代数积分为一个李代数,首先处理 2线性空间的线
性函子,线性自然变换 LinNat

s
⇒
t

End(ϕ)为李 2代数,观察到

gl(ϕ)0 := End(ϕ)中的元素 (F, f) ∈ gl(W)⊕ gl(V)为李子代数. 且有
t(α; 0, 0) = (αϕ, ϕα). 我们仅需要积分交叉模.

田泽禹 吉林大学数学学院

Van Est定理及其应用 25 / 43



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .. .. .
研究背景

. .. .. .. .. .
研究方法与理论工具

. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .
研究内容与结果

. .. .. .. .. .. .
应用实例与创新点

. .. .. .. .
参考文献

2-线性空间上的李 2-群

命题

我们有 GL(ϕ)H ∆−→ GL(ϕ)0 是李 2群的交错模,其中:

GL(ϕ)H = {α ∈ Hom(V,W) | I+ ϕα, I+ αϕ均可逆} ,
GL(ϕ)0 = {(F, f) ∈ GL(W)× GL(V) | ϕF = fϕ} ,

∆ : GL(ϕ)H → GL(ϕ)0, α 7→ (I+ ϕα, I+ αϕ),

α(F,f) = F−1αf.

其中GL(ϕ)H中的群运算 α� β = α+ β + αϕβ. 导出的李 2群的李 2代数恰好
为上述结构.
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李 2-代数在 2-线性空间上的表示

我们在交叉模上考虑.

定义

设李 2代数给出交叉模 h
µ−→ g,则李 2代数的一个表示为下述李代数同态的交

换图:
h Hom(V,W)

g gl(ϕ)0

ρ1

µ ∆

ρ0

满足一切自然的交叉模的兼容性条件与同态条件.
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李 2-代数的伴随表示

我们给出李 2代数的伴随表示,仍在交叉模上讨论,则对于李 2代数
h

µ−→ g,考虑如下表示:

h Hom(g, h)

g gl(µ)0

ad1

µ ∆

ad0

其中 ad1(y) = −L(·)y, ad0(x) = (Lx, adx).
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李 2-代数的扩张

此时我们有:

0 ker ad1 h ad1(h) 0

0 ker ad0 g ad0(g) 0

µ

ad1(h) Hom(h, g)

ad0(g) gl(µ)0

因为我们已经知道如何积分 2-线性空间导出的李 2-代数,我们进而只需
将李 2-代数的扩张积分到李 2-群的扩张.
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李 2-代数的上同调

我们将李 2代数写为群胚的神经:

g0 g1 g2 g3 . . . . . .
s

t

d0
d1
d2

d0
d1
d2
d3

d0
d1
d2
d3
d4

并得到李 2代数的双复形:

CCE(g0) CCE(g1) CCE(g2) CCE(g3) . . . . . .∂∗ ∂∗ ∂∗ ∂∗

其中每个纵方向都为 Chevalley-Eilenberg上同调,横向为神经导出的上
链群列. 则可以证明此图映射都是交换的,即其确实构成双复形.
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李 2-代数的扩张与上同调

对李 2代数的扩张:

0 0 h h 0

0 R g0 ⊕ω R g0 0

Id

µφ µ

我们仍然有命题:

命题

H2
tot(g1)和李 2代数 g1 关于 2线性空间 0 → R的扩张有一一对应.
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李 2-群的上同调

类似地,我们考虑李 2-群的神经:

G0 G1 G2 G3 . . . . . .
s

t

d0
d1
d2

d0
d1
d2
d3

d0
d1
d2
d3
d4

CGrp(G0,R) CGrp(G1,R) CGrp(G2,R) CGrp(G3,R) . . . . . .∂∗ ∂∗ ∂∗ ∂∗

其中每个纵方向都为 Chevalley-Eilenberg上同调,横向为神经导出的上
链群列. 则可以证明此图映射都是交换的,即其确实构成双复形. 并且完
全类似地有李 2-代数的结论.
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特殊情况下李 2-群与李 2-代数的 Van Est定理

考虑每列 Van Est映射生成的映射锥 M(Φp),则由映射锥的性质有:

引理

若 Gp 是 n连通的,则 Hk(M(Φp)) = 0, k ≤ n.

而由于 Φ是李 2群双复形到李 2代数双复形的一个同态,此时自然地,
每列的映射锥 M(Φp)构成了一个双复形.

定理

设 G• 为李 2群,其交错模中 H → G0 有 G0 是 n–连通, H为 (n− 1)–连通. 则
Hk

tot(M(Φ)) = 0, k ≤ n.

我们在特殊情况下积分李 2代数.

定理

设 g• 是李 2代数,使得 ker s ∩ C(u(g0)) = 0,其中 C为中心化子,则李 2代数 g•
是可积的.
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二维非平凡李代数的积分

定义

二维非平凡李代数同构于如下的 g,其线性空间的基底为 X, Y,李括号满足:

[X,X] = 0, [Y, Y] = 0, [X, Y] = X.

我们统称其为二维非平凡李代数,并默认考虑基底如上.

使用 Van Est定理中的构造过程,得到:

G =

{(
x y
0 1

)∣∣∣∣ x > 0, y ∈ R
}
.

是 g的李群.
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Heisenberg李代数的积分

定义

一个 Heisenberg李代数指的是一个三维李代数 g,其基底为 X, Y, Z,李括号由如
下条件反交换线性生成 (忽略与自身的李括号):

[X, Y] = 0, [X, Z] = 0, [Y, Z] = X.

定义 Heisenberg群为如下的群:

Hs =


1 a b
0 1 c
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ R

 .

使用 Van Est定理的构造,配合指数映射,以及带有商子的推广半直积结
构可以证明,其为 Heisenberg李代数的李群.
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Van Est双复形 (新)

在 Nerve和 Foliation的观点下可以将 Van Est双复形改写为如下交换图,其 Total complex
的性质完全可以由谱序列刻画.∧dim g g∗ Ωdim g(G)

...
...

...

∧2 g∗ Ω2(G) Ω2(G2)

g∗ Ω1(G) Ω1(G2) Ω1(G3) . . .

R C(G) C(G2) C(G3) . . .

R C(G) C(G2) . . .
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Chevalley-Eilenberg上同调与分次代数

设 f为 n阶上闭链, X1, . . . ,Xn+1 ∈ g,上边缘算子定义为:

(d f)(X1, . . . ,Xn+1) =

n+1∑
i=1

(−1)i+1Xif(X1, ˆ. . .,Xn+1)

+
∑
i<j

(−1)i+jf([Xi,Xj],X1, ˆ. . .,Xn+1).

假设 [ , ]是 g为线性空间上的一个反对称双线性算子,即 [ , ] : g× g → g,则其
有对偶映射 dg : g∗ → g∗ × g∗,则有

d2g = 0 ⇐⇒ Cs,(α,β,γ) = 0, ∀s, α, β, γ ⇐⇒ [ , ]满足 Jocobi恒等式,为 Lie括号.
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Chevalley-Eilenberg上同调与分次代数

给定一个李代数的表示 ρ : g → End(V),根据 Hom与张量的关系有:

Hom(g,End(V)) ∼= Hom(g,Hom(V,V)) ∼= Hom(g⊗ V,V)
∼= Hom(V,Hom(g,V)) ∼= Hom(V, g∗ ⊗ V).

则 ρ给出了对应的 dρ : V → g∗ ⊗ V.
使用 Leibniz法则可以将其扩展到 d : g∗ ⊗ V →

∧2 g∗ ⊗ V,其定义为:

d(ω ⊗ v) = d′ρω ⊗ v− ω ∧ dρv.

当 d′ρ = dg 时,必然有 d ◦ dρ = 0,此时我们得到李代数的 Chevalley-Eilenberg上
同调,总结由如下资料导出:

d :
∧•g∗ ⊗ V −→

∧•+1g∗ ⊗ V,

d(ω ⊗ v) = dg ω + (−1)deg ωω ∧ dρ v.
(10)
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