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1 λ–矩阵初步

Problem 1.1. 设 f(λ), g(λ)是数域 F上的首一多项式, d(λ) = (f(λ), g(λ)), m(λ) = [f(λ), g(λ)]

分别是其最大公因式与最小公倍式, 证明下列 λ–矩阵相抵:(
f(λ) 0

0 g(λ)

)
,

(
g(λ) 0

0 f(λ)

)
,

(
d(λ) 0

0 m(λ)

)
.

Problem 1.2. 求 Frobenius 矩阵的特征矩阵的不变因子, 初等因子 (组), 其定义如下:

F =



0 0 . . . 0 −a0

1 0 . . . 0 −a1

0 1 . . . 0 −a2
... ... ... ...
0 0 . . . 1 −an−1


.

Problem 1.3. 求如下 Jordan 块 J(λ, n) 的特征矩阵的不变因子, 初等因子 (组).

注意到 λ–矩阵为 (F[λ])m×n, 我们补充一拓展知识.

Problem 1.4. 我们仅考虑含幺环. 对于环 R, 定义矩阵环 Rm×n 为 m× n 矩阵, 其分量均为

环 R 中元素. 则 Rm×m 也为环, Rm×n 是 Rm×m 左模, 也是 Rn×n 右模.



(1) A （或 <p) 可对角化，

(2) A （或 <p) 的极小多项式无重根；

(3) A （或 <p) 的初等因子全是一次因子

7.1.4 姓巨 P车函数

1. 矩阵序列的收敛

设有 n 阶矩阵序列 {Ak}
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B = （如） 也是一个 n 阶矩阵 若对每个（口），都有 kl翌沪贮＝ b刀，则称矩阵序
列 {Ak} 收敛于 B, 记为 lim A k = B 

k-宁

2. 矩阵幕级数

设 f(z) = a。 +a1z+a2去＋ ＋ a九沪＋ · 是一个复幕级数， fk(z) 是其部分

和若矩阵序列｛儿(A)} 收敛千 B，则称矩阵幕级数 f(A) 收敛千 B

3. 定理

设 f(z) = a。 +a1z + a2砫＋ ＋ a九沪＋ 是一个复幕级数，则

(1) 矩阵幕级数 f(X ) 收敛的充要条件是对任一可逆矩阵 P, f(P-1XP) 收敛，

这时

f (P - 1 X P ) = p - l f (X )P : 

(2) 若 X = diag{X1 , · · · , Xm} 是分块对角矩阵，则矩阵幕级数 f(X) 收敛的充

要条件是 f(X,)(i = 1, · · · , m) 收敛｀这时

f (X ) = diag{f (X儿 · · ·,f(X m)}; 

(3) 若 f(z) 的收敛半径为 r·, J。为 n 阶 Jordan 块，且主对角元素为 >-o, 则

当队。| < r 时， f(Jo) 收敛

4. 定理

设 f(z) = a。 +a1z + a2泸＋ ·+an沪＋ 是一个复幕级数且其收敛半径为 r
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A 是 n 阶矩阵，特征值为入1 ，心， ．，入九，记入＝ max 队 I.
l SJSn 

(1) 若入＜ r，则 f(A) 收敛；

(2) 若入＞ T, 则 f(A) 发散，

(3) 若 J(A) 收敛，则 f(A) 的特征值为 f（入1), f （入2) , ... , f （入T1， )

§ 7.2 例题分析

7.2.1 入－矢巨阵和初等因子

下面 3 个例题是入－矩阵和初等因子的基本性质，我们在后面将会用到

例 7.1 设 f（入）， g（入）是数域 K 上的首一多项式 d（入） = （ f （入） ， 9 伈））， m（入） = 

四）， g（入）］分别是 J（入）和 g（入）的最大公因式和最小公倍式， 证明下列入－矩阵相抵

｀入） g(~入）） （飞入） f~入）） （飞入） m~入））
证明 由已知 ， 存在多项式 u（入） ， v （入），使 j （入）u（入）＋g （入）v （入） ＝ d（入）设 f（入） = 

d（入） h（入），则 m（入） ＝ 9伈）h（入）．作下列入－矩阵的初等变换：

(f~入） gt>.)) 一 (f (：：：：入） gt入）） 一 （f (入） u（入：（十入）9 （入）v （入） gt>.)) = 

(~~~; gi入））一 (di入） －g；：:：(入))-+ (de°>.) g （入）0h(入))-+ (d~入） m~入））
另一结论同理可得．口

设 f（入）为数域 K 上的多项式， p（入）是 K 上的首一不可约多项式， 若存在正整

数 k, 使得 p（入） k If（入），但 p（入） k+ l 仁f （入） ， 则称 p（入） k 为 f（入）的一个准素因子事

实上，若设 f（入）在 K 上的标准因式分解为

f（入） ＝ cP1 （入） e, p2 （入） e,... Pt （入）气

其中 c 为非零常数 ， P，(入）为互异的首一不可约多项式， e, > 0 (i = l. · · ·, t) ， 则 f （入）

的所有准素因子为 P1 （入）气乌（入）气 ， Pt伈） e, 因此等价地， 矩阵 A 的初等因子组

就是 A 的所有不变因子的准素因子组．下面的例题将初等因子组的这一等价定义进

行了推广．
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证明 相似的矩阵具有相同的迹若 p-lcp 是主对角线上元素全为零的矩

阵（根据上题，它是存在的）． 则

(P - 1 AP)(P - 1 BP) - (P -1 BP)(P -1 AP)= p -1cP 

故不失一般性， 可假定 C 是一个主对角线上元素全为零的矩阵设 C = （勾），令 B

是对角矩阵 B = diag{b1, b趴 ，加｝，且假定从互不相同又设 A = (a,j) ，则

a11b1 a12切 a1nbn aub1 a12仇

a21 b1 
AB - BA = I : a22 b2 a2nbn a21b2 a22b2 

an1b1 an2b2 annbn a，让加 an2bn 
\ 

。 C12 C1n 

C21 。 C2n 

= 1 

Cr,1 g,2 。

当 i -1- j 时， a，1b3 - a“h = Q]，因此 ai; = ~,矩阵 A 存在口
幻－ b1

7.2.9 蚝巨陪车函数

a1nb」

a2n b2 

a,mbn 

矩阵函数在微分方程理论中有重要应用．下面介绍几道例题供读者参考首先必

须注意到在具体计算矩阵函数时不能随便套用数值函数的性质 比如在数值函数

中，成立 e气沙＝ e.c十y= 钮·护，但对一般的矩阵 A, B 来说 eA泸＝ eA+B = eB召

并不一定成立．例如，

A = G ~)) B = ( ~ ~) 

通过计算不难验证 AB =A, BA = B，并且

泸＝ (; e : 1) 泸＝ (e : 1 :) eA+B = ( ee: : + ::: f :) 
因此 AB i- BA, 并且在 eA 产， eB 砂以及 eA+B 这 3 个矩阵中，任意两个都不

相等．但若 A, B 乘法可交换，则在上述 3 个矩阵中，任意两个都相等，这就是下面的

例 7.55 和例 7.57 .
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例 7.55 求证．若 n 阶矩阵 A 和 B 乘法可交换，则 eA 泸＝ eB 砂

1 1 
证明设 f(z) = ez, 并且儿(z) = 1 + f/+~z2 +. .. +－汪为 f(z) 的部分

p! 
和因为 J(z) 的收敛半径为＋00，所以对任一矩阵 A, P1恩n上几(A) = f(A) = eA 由

于 AB= BA, 故对任意的正整数 p, q , 成立儿(A)几(B) ＝儿(B)儿(A) 先固定 p,

令 q -t 00，则可得

儿(A)f(B) ＝ 儿(A)cl上思儿 (B)) = ~皿（儿(A)儿(B)) = ~皿（儿(B)儿(A))

= （扭总几(B)) 儿 （A) = J (B)儿 (A)

同理，再对上式令 p-t 0G，则可得 f(A)f(B ) = f(B)J(A)，即结论成立［勹

，主 由例 7.55 类似的讨论可证明若 f(z), g(z) 是两个收敛半径都是＋oo 的复

幕级数，则对任意乘法可交换的 A,B，均有 f(A)g(B) = g(B)f(A) 

要证明 eA 泸＝ eA+B，却没有例 7.55 那么简单．因为这里面涉及到级数的
00 

乘积 比如在数学分析中考虑数项级数乘积区 a书的收敛性，一般来说，只有
i,j=l 

00 30 

当 区 ai 和 区切都是绝对收敛时，上述级数乘积的收敛性才能得到保证，特别地，
i=l J=l 

00 00 00 

还可以得到 Cauchy 乘积的收敛性，即 L( 区 a心）收敛到（艺 ai) （艺切）因
n=l i+j=n j=I 

此， 为了类似地讨论矩阵幕级数乘积的收敛性，我们必须引入矩阵范数的概念（类似

千复数的模长）由于更一般的范数概念及其性质将在第 9 章内积空间中详细定义和

研究，故这里只讨论矩阵范数的一些简单性质另外，矩阵范数可以有很多种，这里

我们选取由 Frobenius 内积诱导的范数（具体可参考第 9 章）．

例 7.56 设 A= (a,J) 是 n 阶复矩阵，定义 A 的范数为其所有元素模长的平

方和的算术平方根，即 IIAII = 1 {f, la护设 B= （如）也是 n 阶复矩阵，求证
i,j= l 

(1) II AI I ~ o，等号成立当且仅当 A=O:

(2) IIA + BIi ::; II A II + II B II; 

(3) IIABII 三 IIAll·IIBII

证明 （ 1) 显然成立．（2) 就是一般范数的三角不等式，读者可参考第 9 章的
九 I n 2 相关内容 （3) 注意到 IIABll2 =,,tl I kt! a,kbkjr, II A ll2 . IIBll2 = C.tl la忒）

(立 |b矿 ， 由 Cauchy-Schwarz 不等式（参考例 2.68 的复数形式）即得结论口
k.j=l ) 
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例 7.57 求证若 n 阶矩阵 A 和 B 乘法可交换，则 eA. eB = eA+B 

1 1 
证明 设 f(z) = e2, 并且儿(z)=l+-;,z 十—z2 + ＋－纱为 f(z) 的部分和1! ~ . 2! ~ .. p! 

注意到 AB=BA，经简单的计算可知，儿(A)儿(B) 展开后的单项包含儿(A+B)
Ai B i 

展开后的所有单项，且剩余单项可表示为 f勹一的形式，其中 i+j > p，故由例 7.56
t. J · 

可得

II儿 (A)儿(B) －儿(A+B)II 分区（区 I I|B||1 (||A||+ ||BII)k 
i! j!) ＝区 k!

K>P,+j=K k>p 

1 
由千数项级数 I: -i.(IIAII + IIBII/ 收敛到 ell All+II B II, 故当 p 充分大时，上式右边趋

k=0 k! 
千零令 p-+ oo, 则由上式即得 llf(A)f(B) — f(A + B)II = 0, 再次由例 7.56 可
得 eA ．泸＝ eA+B. 口

注 从例 7.57 的证明可以看出，矩阵幕级数泸的绝对收敛性保证了矩阵级数
OO At B jOO Ai 00 Bj 

的 Cauchy 乘积 eA+B 勹呈（ t十呈了了－）收敛到（邑了） （芦了－） = eA,eB 

另外，利用例 7.57 也可给出例 7.55 的另一证明

例 7.58 设 A 是 n 阶矩阵，证明 sin2 A+ cos2 A= In-

证明 由定义可知 cos A= —(eiA+e-iA) , sin A= ~(eiA_e－凶）求平方和（注
2 2i 

意交换性）即可得到结论．口

因此

例 7.59 计算 sin(ecI) 及 cos(ec1)，其中 c 是非零常数．

解 由指数矩阵函数的定义得

sin(ecI) 

cos(e勺

1 1 
ecI = I+ ;,(cl)+ ~(c厅＋ －（c厅＋．

1 ! 2! 3! 

= (l+ —C + - C +—CJ+·· · )I= eel. l! -. 2! - . 3! 

1 1 1 
= sin(eel) = eel -.;,(eel沪＋—（ee1)5 一一 (ec1)7 + · · • 

3! 5! 7! 
1 1 1 

= [ec - ~(e宁＋ i(e宁－开(e宁＋ ] 1 = (sin ee)l, 

1 1 
= cos(eel) = 1 - ~(ee厅＋－（eCI)4 _ _ 

1 
2! 4! 6! 

(ec1)6 +... 

= [1- 点 (e宁＋点(e宁－点(e宁＋ ] 1 = (cosee)l 口
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例 7.60 设 A 是 n 阶矩阵，求泸的行列式．

解设 A 的特征值为入L 岭， ． ．，入九，则召的特征值为 e凡 e气 ...,e入，｀，因此

le勺＝砂e入2... e入n = e入 1 吵叶＋入n = etrA 仁］

例 7.61 设 A 是 n 阶矩阵，求 lim Ak 存在的充要条件以及极限矩阵
k----too 

解设 P 为非异阵，使得 p-1AP= J = diag{Jr, （入1), J" （入2) ， ··, JT色（入s)}

为 A 的 Jordan 标准型，则

Ak= PJ叩－ 1 = Pdiag{J,、1 伈）尺上（心）k,...' Jr，伈）k}P飞

因此 lim 心当且仅当 lim JT` （入）气l:Si:Ss) 都存在不妨取 k > n, 经计算可
k➔oo k➔oo 

得 Jordan 块 JT, （入）的 K 次幕为

入f C伈尸

入？

J,.. （入）k=

C伈尸
C因- 1

劝

C尸冲＇．，十 l

c八一2 K-T, +2 
k 入 i 

c;．， -3入1-r,+3

k
.? 入

故当入I~ 1 且入3 # 1 时， hm 冲发散，当入＝ 1 且八 ~2 时， k1岊｀功入尸发
K--+ OO 

散；当入＝ 1 且 r1 = 1 时， hm J忒入）k = J1 (l)；当囚< 1 时， kl瑰3 J忒入）k = 0 
K--+OO 

因此， lim Ak 存在的充要条件是 A 的特征值的模长小于 1, 或者特征值等于 1
K--+OO 

并且 A 关千特征值 1 的 Jordan 块都是一阶的 此时，极限矩阵 lim A人＝
K--+OO 

Pdiag{l,···,1,0,···,O}P-1, 其中 1 的个数等于 A 中特征值 1 的代数重数口

7.2.10 Jordan 牛示准型的儿何方法

矩阵的标准型理论通常可采用代数方法或几何方法来做．我们在教材 [1] 中采用

的是代数方法，即用入－矩阵的方法求有理标准型和 Jordan 标准型．另外一种常用的

方法是几何方法，我们在这一节中将对这一方法作一简要的介绍．这两种方法各有

长处，代数方法不仅证明了有理标准型和 Jordan 标准型的存在性，而且同时给出了

计算这两类标准型的方法，比较适合初学者掌握；而几何方法只能证明标准型的存在

性，并不能精确地计算出标准型，不过几何方法比较直观，利千读者从几何的层面上
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