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对无穷的研究般 是数学理论在进步与完善中自然的需求舮 集合论的研究

工作开始于十九世纪的末期般 由艃艡艮艴良色首先进行的舮 这一崭新的学科经过艰

难困苦逐渐形成般 发展壮大般 至今已经成为数学大厦的重要基石之一舮 本文

将简单复习集合论中的基础内容般 并从集合论理论的应用般 集合论作为应用

对象两方面进行介绍般 进而说明集合论在现代数学中的重要地位舮

1 基础知识复习

1.1 基数

任意两个集合 A般 B 间若存在元素间的一一对应般 则称 A 与 B 等势舮

定义 1.1 舨基数舩. 定义所有与集合 A 等势的集合所做成的集合叫做集合 A

的基数, 记为 舖舖A.

记自然数集合的基数为 d 或 ℵ0般 集合 舨舰, 舱艝 的基数叫做连续统般 记为 c舮

集合的基数一般用小写字母表示舮 若 A 的基数 a 与基数 b 的 B 的某个子集

等势般 则记 a ≤ b舮

定理 1.2 舨艂艥色艮艳艴艥艩艮舩. 若 a ≤ b, b ≤ a, 则 a 舽 b.

若 a ≤ b 且 a 6舽 b般 则记为 a < b舮

定理 1.3 舨艃艡艮艴良色舩. 对于任何集合 A, 其幂集合的基数恒大于 A的基数, 即

A < P 舨A舩.

定义 1.4 舨基数的运算舩. 定义基数的加法,乘法,乘方运算为 A舫B 舺舽 A tB.

A ·B 舺舽 A×B. A
B
舺舽 AB.

则有加法与乘法的交换律般 结合律般 分配律舮 指数运算的定律与实数情况

的形式相同舮

此外般 我们给出一些常用集合的基数：

例 1.5. 我们给出自然基数与连续统的一些例子:

任任任何何何的的的区区区间间间, 左右开闭均可: 舨a, b舩 舽 c, 舨b > a舩.

实实实数数数复复复数数数集集集合合合: R 舽 C 舽 c.

有有有理理理数数数集集集: Q 舽 d.

部部部分分分运运运算算算: N× N 舽 d. 舲N 舽 c.

1.2 序集、序型、序数

定义 1.6 舨偏序集舩. 设 S 是任意一个集合, 如果 S 的元素之间存在一个关

系 ”≤”, 具有性质:
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1. 反身性: ∀x ∈ S, x ≤ x.

2. 传递性: x ≤ y, y ≤ z, 则 x ≤ z.

3. 反对称性: x ≤ y, y ≤ x, 则 x 舽 y.

则称S是一个偏偏偏序序序集集集.

现设S与S′是两个偏序集般 如果有S到S′的一个双射f 般 使得f具有性质

x ≤ y当且仅当f舨x舩 ≤ f舨y舩

则称S相似于S′般 记为S ∼ S′般 f 称为保序映射舮 相似关系是一个等价关系舮

如果任意两个元素之间都有偏序关系般 则此时偏序集成为全序集般 简称序集舮

定义 1.7 舨序型舩. 每一个序集都可以用一个唯一确定的符号与之对应, 且使

得两个序型相似当且仅当其序型相同. 本质上是对于相似关系的等价性作

商. 序集 M 的序型记为 M . 一般用希腊字母表示序型, 如 N 舽 ω

定义 1.8 舨序型的加法舩. 设 A 舽 σ, B 舽 τ , 则定义 A tB 上的序关系:

1. 若 x, y ∈ A, 则 x ≤ y 继承 A 中的偏序.

2. 若 x, y ∈ B, 则 x ≤ y 继承 B 中的偏序.

3. 若 x ∈ A, y ∈ B 则约定 x ≤ y.

定义 1.9 舨序型的乘法舩. 设 A 舽 σ, B 舽 τ , 舨x1, y1舩, 舨x2, y2舩 ∈ A×B, 则定

义 A×B 上的序关系:

1. 若 x1 < x2 则 舨x1, y1舩 < 舨x2, y2舩,

2. 若 x1 舽 x2, y1 < y2, 则 舨x1, y1舩 < 舨x2, y2舩,

3. 若 x1 舽 x2, y1 舽 y2, 则 舨x1, y1舩 舽 舨x2, y2舩.

序型的加法与乘法满足结合律般 加法与乘法满足第一分配率 σ舨τ 舫 ρ舩 舽

στ 舫 σρ舮

序型的基数舺 如果序型 σ 舽M 般 则集合 M 的基数 M 称为 σ 的基数舮

基数的型集舺 设 a 为一基数般 所有的具有基数 a 的序型所做成的集合叫

做 a 的型集舮 记为 T 舨a舩舮艛舱艝

而介绍完序集以及序数后般 我们给出一类特殊的序集般 其结构具有良好

的性质舮

定义 1.10 舨整序集舩. 如果一个序集的任意非空子集作为子序集恒有极小元

素, 则此序集就叫做一个整序集(或良序集).
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定理 1.11 舨整序集基本定理舩. 任意两个不相似的整序集, 必有一个相似于

另一个的真前段.

定义 1.12 舨序数舩. 整序集的序型称为序数, 无穷整序集的序型称为超超超穷穷穷序序序

数数数, 有有有限限限序序序数数数则为 舰, 舱, 舲, . . .

定理 1.13. 若干个序数做成的集合恒自然地构成整序集. 且小于一个给定

序数 σ 的一切序数构成的整序集 S舨σ舩 的序数恰为 σ. 即 S舨σ舩 舽 σ

极限数与非极限数舺 当序数 σ没有左邻般即没有序数 τ 使得 σ 舽 τ舫舱时般

便称 σ 为一个极限序数般 否则称为非极限序数般 也可以称为后继序数舮

2 基数与Baire纲

2.1 基数的应用

2.1.1 连续函数的数量

在数学分析中般 我们会学习极限、连续等概念般 然后在闭区间上考察基

本的连续函数性质舮 我们熟知的函数都是连续函数般 也很容易能够构造出非

连续函数的例子般 那么我们思考般 连续函数在闭区间内所有的函数所占的比

重是如何的舿 为了便于讨论般 不妨设所讨论区间为 艛舰, 舱艝舮

首先考虑艛舰, 舱艝上所有的函数的基数般 由于一个函数由且仅由其定义域上

的每个点的取值决定般 因此艛舰, 舱艝上所有的实值函数的基数等于

R[0,1] 舽 cc 舽 舨舲d舩c 舽 舲(d·c) 舽 舲c.

再考虑连续函数的基数般 因为连续函数的连续性般 则其任意一点的函数

值可由其邻域内的函数值逼近而唯一确定般 则知连续函数的基数最多为舺

R[0,1]∩Q 舽 cd 舽 舨舲d舩d 舽 舲d 舽 c.

最少为舺

{f舨x舩 舺舽 a | a ∈ R, x ∈ 艛舰, 舱艝} 舽 c.

则知闭区间函数的基数大于连续函数的基数般 其基数值为后者幂集的基数舮

当然般 此处的区间不能为 艛a, a艝 这种形式般 否则两者的基数都相同般 为 c舮

2.1.2 Lindelof空间的积空间不一定为Lindelof

在拓扑学中般 C1般 C2般 T2般 T3 空间对于子空间和积空间都有传递性质舮 但

某些性质是不具有传递性质的般 这个结论说明了虽然 C2 能够推出 艌艩艮艤艥艬良艦

性质般 但 艌艩艮艤艥艬良艦 本身并非传递的舮艛舵艝
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证明. 考虑 艓良色艧艥艮艦色艥艹 平面 Rl × Rl般 则其为实数下限拓扑 艓良色艧艥艮艦色艥艹 直线

的积空间舮

考虑斜对角线

L 舽 {x× 舨−x舩|x ∈ Rl}

及其上一个形如以下的覆盖

艛a, b舩× 艛−a, d舩

则知由于斜对角线上每个元素都要被覆盖般 而斜对角线的基数为 c般 不是可

数基数 d舮 而由 艌艩艮艤艥艬良艦 空间是闭遗传的般 斜对角线为闭集般 知 艓良色艧艥艮艦色艥艹

平面非 艌艩艮艤艥艬良艦 空间舮

2.2 Baire纲定理

艂艡艩色艥纲定理的内容并非集合论的内容般 但其分类思路与集合论的基数

具有很类似的特征般 因此在此简单提出相关的知识舮艛舲艝

定义 2.1. 设X是距离空间, S ∈ X, 如果闭包 舖S的内部是空集, 则称S是无无无处处处

稠稠稠密密密的.

最典型的无处稠密的集合为艃艡艮艴良色三分集舮 无处稠密集的补集是处处稠

密的舮

定义 2.2. 在距离空间 X 中, 若 E 舽 ∪∞n=1, 而每个 Sn 都是 X 中的无处稠

密的, 则称点集 E 是第一纲的, 非第一纲点集称为第二纲的.

定理 2.3 舨艂艡艩色艥纲定理舩. 完备的距离空间本身必是第二纲的.

我们通过一个相似的案例来说明艂艡艩色艥纲定理的强大之处舮

例 2.4. 在 I 舽 艛舰, 舱艝 上存在处处连续但处处不可微的函数.

在无穷范数的意义下, 不妨设 I 上所有的连续函数构成的赋范线性空

间为 E, 则由数学分析中闭区间内一致收敛的性质, 知 E 为完备的赋范空

间. 令

Nn 舽

{
f ∈ E | ∃x0 ∈ I, s.t

|f舨x舫 h舩− f舨x舩|
h

≤ n,∀h > 舰

}
.

则容易验证 Nn 为闭集, 且无处稠密. 因此 ∪∞n=1Nn 是第一纲集. 而若 f 为

有一点可微处的函数, 则必属于这一集合. 因此知比存在一个函数 φ ∈ E,

且 φ /∈ ∪∞n=1. 即处处连续且处处不可微.
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3 三大公理互证

我们此前并未介绍集合论中最基本的三大公理般 即选择公理、良序定

理、艚良色艮引理般 一般我们将选择公理定为公理般 并由此推出其它的结论舮 本

质上般 这三者是互相等价的般 都可以选择为公理进行推理舮 我们先给出三者

的命题舮

公理 3.1 舨选择公理舩. 对于任何的集族, 都存在选择函数. 即对于任意集族

X, 有

∀X 艛∅ /∈ X 舽⇒ ∃f 舺 X → ∪X ∀A ∈ X, f舨A舩 ∈ A艝 .

定理 3.2 舨良序定理舩. 任意一个集合都可以重新赋予全序关系, 使之成为一

个序集.

定理 3.3 舨艚良色艮 引理舩. 在任何一非空的偏序集中, 若任何链(全序子集)都有

上界, 则此偏序集内必存在极大元.

选择公理证明Zorn引理

设偏序集为 X般 假设艚良色艮引理不成立般 则存在一个选择函数 g般 对于任

意一个全序子集 A般 g舨A舩 为其严格上界 g舨A舩 ∈ X\A舮 艚良色艮引理不成立体现
在舢严格舢上舮 定义

A<a 舽 {x ∈ A 舺 x < a} .

同时称一个子集 A ⊂ X 为舢好集舢般 是指其满足以下条件舺

• A 是全序集舮

• A 中不含有严格下降的列舮

• ∀a ∈ A般 g舨A<a舩 舽 a舮

观察到这样的舢好集舢是存在的般 如取 {g舨∅舩}般 且如果 A 是舢好集舢般 则有 A ∪
g舨A舩 是舢好集舢舮

下面我们证明般 若 A般 B 是两个不同的舢好集舢般 则必有 A 舽 B<b 或

A<a 舽 B舮 首先定义

C 舽 {c ∈ A ∩B 舺 A<c 舽 B<c}

易知 C 不是空集舮 下面证明般 若 C 6舽 A般 则存在 a般 使得 C 舽 A<a舮 由于

C ⊂ A般 取 A\C中的最小元 a般 则 A<a ⊂ C舮 若有 c ∈ C\A<a般 则 a < c般

a ∈ A<c ⊂ C舮 矛盾舡 则必有 C 舽 A<a舮
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若此时 C 舽 A<a般 C 舽 B<b般 则有

a 舽 g舨A<a舩 舽 g舨B<b舩 舽 b.

则 a 舽 b ∈ C般 矛盾般 命题成立舮

设 E 是所有舢好集舢的并般 则若 a ∈ E般 A 是含有 a 的舢好集舢般 有 A<a 舽

E<a舮 下面说明 E 是一个舢好集舢舮

• E 是全序集舺 由其构成集合的关系易知舮

• E 中不含无穷减列舺 任意取出来减列中元素 a1般 则取包含 a1 的舢好

集舢讨论即可舮

• g舨E<a舩 舽 a舺 a 舽 g舨A<a舩 舽 g舨E<a舩舮

这说明了 E 是最大的舢好集舢般 但 E ∪ {g舨E舩} 也是舢好集舢般 与最大性矛盾舡

选择公理证明良序定理

选择集合 X 的幂集的子集族般 并选取一般的选择函数舮 任意选择最小

元般 并使用

g舨α舩 舽 f舨X\ ∪β<α {g舨β舩}舩.

进行归纳般 配合最大良序集的反证法即可舮

良序定理证明选择公理

设 X 为一集族般 将 ∪X 良序化舮 则对于任意集族中的元素 A般 定义选择

函数 f 为

f舨A舩 舽 艭艩艮 {x|x ∈ A}

即可舮

Zorn引理证明良序定理

设集合为 X般 若其子集 W 上能够定义一个良序 ≤般 则将 舨W,≤舩 看作
一个对舮 定义偏序关系 舨W,≤舩 � 舨W ′,≤′舩般 指 W ⊂ W ′ 且 ≤′ 在 W 上

的限制为 ≤舮 则易知其满足艚良色艮引理的条件般 X 上必有一个极大的良序对

舨WM ,≤M 舩舮

若 WM 6舽 X般 则取 x0 ∈ X\WM 般 定义新的良序子集舺

W ′M 舽WM ∪ {x0} , x ≤′M x0,∀x ∈WM .

则与WM的极大性矛盾般 因此必有 WM 舽 X般 即良序定理成立舡
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Zorn引理证明选择公理

思路同上般 在幂集 X 的子集上若有选择函数存在般 可以定义偏序关系舺

舨X1, f1舩 � 舨X2, f2舩.

即 X1 是 X2 的子集族般 且选择函数 f2|X1
舽 f1舮 则类似地使用艚良色艮引理与

反证法般 可以说明极大子集族恰为集族 X舮

4 三大公理的应用

4.1 选择公理

4.1.1 趣题一则

假设有舱舰舰个绝顶聪明的人要参加一个游戏般 这个游戏参与过程中所有

人不能以任何形式交流舮艛舳艝

道具舺 假设有舱舰舰个完全一样的房间般 房间中按顺序有相同的可列无穷

张正面朝下的纸条般 纸条下写了一个实数舮

规则舺舱舰舰个人同时进入这些房间舨一人一个房间舩般 进入房间后般 可以查看

除了一张以外的所有纸条舨不要求在一开始就决定不看哪张般 可以先看一部

分之后再做决定最后留下哪张不同般 每个人选择留下的纸条可能不同舩舮 这时

候般 他需要猜测这张未翻开纸条上的数般 如果猜错了般 死亡舮

问题舺 这舱舰舰个人是否可以提前商量一个策略般 使得至少有船船个人可以存

活舿

这个问题初看是荒唐的般 但是借助选择公理我们可以得到问题的解答舮

解答

假设按顺序所有的纸条构成了一个可列无穷长的向量

x 舽 舨x1, x2, . . . , 舩 ∈ Rω.

在 Rω 上构造等价关系 ∼ 舺 x ∼ y 当且仅当存在 x 与 y 仅有有限项不同舮

此时在游戏前般 舱舰舰名玩家统一一套等价类表般 从每个等价类中选取特殊的 x

舨选择公理舩舮

下面给出第 i 个人的策略舮 考虑yk 舽 舨xk, xk+100, . . . , 舩 为所有下标

模舱舰舰余 k 的元素构成的子列舮 那么 i 保留 yi 而查看剩下所有的位置舮

考虑 yt 对应的代表元为 xt般 设 Nt 舽 艭艡艸j∈N
{
xtj 6舽 ytj

}
舮 于是 Nt 是良

定义的且 i 能观察到所有的 Nt般 t 6舽 i舮

设 Mi 舽 舱 舫 艭艡艸j 6=k {Nj}般 则 i 保留 yi 的第 Mi 位般 查看其余所有数般

此时 i 已知道 yi 的等价类 xi般 并猜测 yiMi
舽 xiMi

舮
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可知 i 猜错仅当 Ni ≥Mi 舽 舱 舫艭艡艸j 6=iNj 舮 这个条件至多在一处满足舮

因此这个策略可以保证至少船船个人存活舮

4.1.2 Banach-Tarski 悖论

设A和B是欧几里得空间的两个子集般 如果它们可以分为有限个不相交

子集的并集般 形如 A 舽 ∪ni=1Ai 和 B 舽 ∪ni=1Bi 且对任意i般 子集 Ai 全等于

Bi般 那么这两个子集称为等度分解的舮

则艂艡艮艡艣艨舭艔艡色艳艫艩 悖论可以叙述为舺 一个球和它自身的两个拷贝是等度

分解的舮

这个命题的证明较为复杂般 在此便不再展开舮 这个真实的命题的荒谬之

处在于般 我们可以将一个物体拆分为几个部分般 并经过拼接获得与原来物体

相同的两个物体舮

4.2 良序定理

4.2.1 超穷归纳原理

设 舨X,≤舩 是一个良序集般 则超穷归纳原理如下舮

命题 4.1. 舨X,≤舩 是一个良序集, 对于某命题 P , 若有

• 艭艩艮X 满足命题 P .

• ∀β < α, β 满足命题 P , 能推出 α 满足命题 P .

则有 ∀σ ∈ X, σ 满足命题 P .

此原理有一应用般 即证明超穷基数的运算公式舮 若有基数 σ ≤ τ 般 则有

σ 舫 τ 舽 τ 般 σ · τ 舽 τ 舮

4.3 Zorn引理

4.3.1 泛函分析

Hamel基的存在性

对于有限维的线性空间般 我们可以定义基底般 并找出相应维数个数的一

组基向量舮而对于无穷维的线性空间般 无论此处的无穷维是否可数无穷般 我们

同样可以定义线性无关、基的概念舮

无穷维线性空间如 C艛舰, 舱艝般 lp般 Lp艛a, b艝 等般 是否同样能够找到一组基依

赖于艚良色艮引理般 在承认艚良色艮引理的基础上般 任意线性空间都存在一组基舮
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证明. 定义偏序关系 舨V1, S1舩 � 舨V2, S2舩 代表线性空间与基底的偶对上的

偏序般 此式意味着 V1 ⊂ V2 为子空间般 且 S2|V1
为基底 S1舮 则易验证其满

足艚良色艮引理的条件舮 因此可以找到一个极大元 舨V ′, S′舩舮

若此时有 艳艰艡艮 艛S艝 舽 V 为全空间般 则已经证毕舮 否则存在 v0 ∈ V \V ′舮
则新的空间偶对 舨V ′ 舫 Rv0, S′ ∪ {v0}舩 与 舨V ′, S′舩 的极大性矛盾舡

Hahn-Banach 定理

定理 4.2 舨艂艡艮艡艣艨扩张定理舩. 设 f舨x舩 是实线性空间 X 中的线性流形 G 上

的实线性泛函. 如果有 X 上的实值泛函 p舨x舩, 使得

(i) p舨x舫 y舩 ≤ p舨x舩 舫 p舨y舩, p舨tx舩 舽 tp舨x舩, x, y ∈ X, t ≥ 舰;

(ii) f舨x舩 ≤ p舨x舩, x ∈ G,

则存在 X 上的实线性泛函 F 舨x舩, 使

F 舨x舩 舽 f舨x舩, x ∈ G,

且

F 舨x舩 ≤ p舨x舩, x ∈ G.

证明. 若线性流形 G 舽 X般 则已经证毕般 否则可以取出来 x0 ∈ X\G般 我们则
可以将线性泛函扩张到艛舲艝

M 舽 {λx0 舫 x 舺 λ ∈ R, x ∈ G}

则同样地由艚良色艮引理般 知这样的操作可以扩张到整个 X 上舮

定理 4.3 舨艈艡艨艮舭艂艡艮艡艣艨舩. 对于赋范线性空间 X 上的线性流形 G 上的连续

线性泛函 f舨x舩, 恒有 X 上的连续线性泛函 F 舨x舩, 使得

(i) F 舨x舩 舽 f舨x舩, 当 x ∈ G.

(ii) ‖F‖X 舽 ‖f‖G

4.3.2 代数学

我们列举几个证明中使用到艚良色艮引理的代数学经典命题舮

交换环极大理想的存在性

我们可以根据双边理想的包含关系构造偏序集般 并且由于理想的并仍为

理想般 知理想中含有极大元般 即极大理想舮



舴 三大公理的应用 舱舱

关于交换环 R中的某个极大理想M 般我们有 R/M 为域舮由于极大理想

不唯一般 所有极大理想的交集构成环 R 的 艊艡艣良艢艳良艮 色艡艤艩艣艡艬般 记为J舨R舩般 其

在交换代数中具有良好的应用舮

代数闭包的存在性[4]

对于某个域 k般 其代数闭包 舖k 存在舮 这个定理的证明更加侧重于选择

公理的使用舮 对于任意一个 k 上的多项式 f ∈ k艛x艝般 定义未定元 tf 舮 设

R 舽 k艛T 艝 为多项式环般 其中 T 是所有的未定元 tf 构成的集合舮

设 I 是由所有 f舨tf 舩 多项式生成的双边理想般 则其必包含在交换环 R

的某个极大理想 M 中般 此时可以证明 R/M 是 k 的代数闭包舮

Baer 判别法

艂艡艥色 判别法是判别模是否为内射模的一个理论层的判别法舮

设 M 为 R 上的左模般 则若 HomR舨−,M舩 是一个右正合函子般 则称 M

为内射模舨艩艮艪艥艣艴艩艶艥 艭良艤艵艬艥舩舮 由于函子 HomR舨−,M舩是左正合的般其右正合

当且仅当正合舮

定理 4.4 舨艂艡艥色 艃色艩艴艥色艩良艮舩. 一个左 R 模是内射模当且仅当每一个 R 映射

f 舺 I → E, I 为 R 的左理想, 都可以扩张到 R 上.

其证明可见艛舴艝舮

Nielsen-Schreier 定理

定理 4.5 舨艎艩艥艬艳艥艮舭艓艣艨色艥艩艥色舩. 自由群的子群仍是自由群.

本质上自由群的构造仍需要涉及无穷般 自由字对于所有关系构成的正规

子群作商群生成了自由群舮

4.3.3 拓扑学

Urysohn 引理艛舵艝

艕色艹艳良艨艮 引理是多个分离定理中较为经典之一舮

定理 4.6 舨艕色艹艳良艨艮舩. 正规空间中不相交的闭集可以被连续函数隔离. 即

若 X 是正规空间, A, B 是 X 中两个不相交的非空闭集, 则存在连续函数

f 舺 X → 艛舰, 舱艝, 使得 f舨A舩 舽 舰, f舨B舩 舽 舱.

我们仅介绍艕色艹艳良艨艮定理的证明思路舮



舵 范畴论 舱舲

图 舱舺 艕色艹艳良艨艮 艌艥艭艭艡 艛舵艝

首先考虑 P 舽 Q∩ 艛舰, 舱艝般 每一个 p ∈ P都能够对应一个 A 的开邻域 Up般

满足 p < q 舽⇒ d舨Up舩 ⊆ Uq舮 这一过程由良序定理般 P 的可列性般 空间 X 的

正规性得到舮

Up 舽 ∅般 p < 舰舻 Up 舽 X般 p > 舱舮 则完全定义了 p 与 Up 的关系舮

定义 f 舺 X → 艛舰, 舱艝般 为

f舨x舩 舽 艩艮艦 {q ∈ Q 舺 x ∈ Uq} .

则可以验证完成证明舮

Tychonoff 定理艛舵艝

再给出艚良色艮引理在拓扑学中的一例应用般 限于篇幅略去其证明舮

定理 4.7 舨艔艹艣艨良艮良舋舩. 紧空间的乘积拓扑仍是紧的.

5 范畴论

在本节中般 我们浅给出集合作为具体实例在更抽象的领域中的应用舮

5.1 集合是极限完备的

定义 5.1 舨小范畴舩. 若一个范畴 C 的对象类和态射类都是集合, 则称范畴

C为小范畴.

定义 5.2 舨上锥艛舶艝舩. 对于一个小范畴 J 到范畴 C 上的函子 F , F 以 c ∈
Obj舨C舩 为锥顶的上锥定义为所有的自然变换 Nat舨舱c, F 舩. 将对象映射到其

所有F的上锥的函子记为 Cone舨−, F 舩 舺 Cop → Set.
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图 舲舺 艅艸艡艭艰艬艥舺 艃良艮艥 良艶艥色 艆舮艛舶艝

定义 5.3 舨极限舩. 对于一个小范畴 J 到范畴 C 上的函子 F , 其极限定义为

Cone舨−, F 舩 的一个表示. 记为 limF.

HomC舨−, limF 舩 ' Cone舨−, F 舩.

定义 5.4 舨完备范畴舩. 若对于任意的小范畴 J 和函子 F 舺 J → C, 极限都存
在, 则称范畴 C 是完备的.

定理 5.5 舨集合范畴是完备的舩. 由于集合范畴中存在初始对象{舱}, 则集合
范畴中关于 F 舺 J → Set 的极限可以表示为:

limF ' HomC舨舱, limF 舩 ' Cone舨舱, F 舩.

对应的自然变换的分量为舺 设 σ ∈ 艃良艮艥舨舱, F 舩 ∈ 艏艢艪舨Set舩舮 则对任意

i ∈ J 般 σ 具有分量集合映射 µi 舺 {舱} → F 舨i舩舮

则构造此时的分量集合映射舺 λi 舺 σ 7−→ µi舨{舱}舩 ∈ F 舨i舩舮 容易验证分量
构成自然映射的分量舮 则说明集合范畴是完备范畴舮
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