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謱 最优控制理论基础 謲

1 最优控制理论基础

最优控制理论主要考虑的问题是在控制变量在容许控制函数集中取值

时，在状态方程的影响下，衡量整个控制过程的性能指标达到目标的过程。

1.1 变分法

1.1.1 欧拉方程

(Euler) 对于单宗量的泛函问题謬 t0謬 x0謬 t1謬 x1 固定謬 则
J謨x謨t謩謩 謽

∫ t1

t0

F 謨t, x, 譟x謩譤t

x謨t0謩 謽 x0, x謨t1謩 謽 x1.

謨謱謩

在容许函数集合

謊 謽
{
x謨t謩 謺 x謨t謩 ∈ C2譛t0, t1譝, x謨t0謩 謽 x0, x謨t1謩 謽 x1

}
内取得极值的必要条件为

Fx −
譤

譤t
Fẋ 謽 謰. 謨謲謩

当考虑含有多个宗量的泛函

J謨x1謨t謩, . . . , xn謨t謩謩 謽

∫ t1

t0

F 謨t, x1, . . . , xn, 譟x1, . . . , 譟xn謩譤t.

其两个端点

x謨t0謩 謽 謨x1謨t0謩, . . . , xn謨t0謩謩
T , x謨t1謩 謽 謨x1謨t1謩, . . . , xn謨t1謩謩

T .

在容许函数集合

謊 謽
{
x 謽 謨x1, . . . , xn謩

T 謺 xi謨t謩 ∈ C2譛t0, t1譝, xi謨t0謩 謽 x0i , xi謨t1謩 謽 x1i , i 謽 謱, . . . , n
}

内取得极值的必要条件为

Fxi
− 譤

譤t
Fẋi

謽 謰. 謨謳謩

1.1.2 泛函条件极值

当考虑含有多个宗量的泛函

J謨x1謨t謩, . . . , xn謨t謩謩 謽

∫ t1

t0

F 謨t, x1, . . . , xn, 譟x1, . . . , 譟xn謩譤t.
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在约束条件

G謨t, x1, . . . , xn, 譟x1, . . . , 譟xn謩 謽

下取极值问题，仅需要构造辅助函数

譾F 謨t, x, 譟x, λ謩 謽 F 謨t, x, 譟x謩 謫 λT 謨t謩G謨t, x, 譟x謩.

再分别对x的分量謬 λ的分量作譅譵譬譥譲公式即可。

1.1.3 不同边界条件

在方程譛謱譝的条件下，假设终止时刻的终端自由变动，则泛函解满足的

必要条件为 Fx −
譤

譤t
Fẋ 謽 謰.

x謨t0謩 謽 x0, Fẋ |t=t1 謽 謰.

謨謴謩

在方程譛謱譝的条件下，假设终止时刻的终端变动，终端落在曲线 x 謽 ϕ謨t謩 则

泛函解满足的必要条件为

Fx −
譤

譤t
Fẋ 謽 謰.,

x謨t0謩 謽 x0,

F 謫 謨 譟ϕ謨t謩− 譟x謨t謩謩Fẋ |t=t1 謽 謰.

x1 謽 ϕ謨t1謩.

謨謵謩

1.1.4 具有终端性能指标泛函

当性能指标为具有终端性能指标项时

J謨x謨t謩謩 謽 謈謨t1, x謨t1謩謩 謫

∫ t1

t0

F 謨t, x, 譟x謩譤t.

我们考虑以下几种情况

• t1时刻终端自由謮

• t1时刻终端有约束謮

• t1终止时刻不定謮

我们分别讨论，可以得到謺

t1时刻终端自由謺 则我们需要加入以下条件

Fẋ|t=t1 謽 −∂謈謨x謨t1謩謩
∂x謨t1謩

謨謶謩
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t1时刻终端有约束謺 设终端满足约束

Ni謨x1謨t1謩, . . . , xn謨t1謩謩 謽 謰, i 謽 謱, . . . , r謻 r < n

的条件下謬 则只需要将泛函极值问题改为

譾J謨x謨t謩謩 謽 謈謨x謨t1謩謩 謫
r∑

i=1

µiNi謨x謨t1謩謩 謫

∫ t1

t0

F 謨t, x, 譟x謩譤t 謨謷謩

再将其视为终端无约束条件问题解决即可謮

t1终止时刻不定謺 则我们需要再加入以下条件[
謈t 謫 謨謈x謩

T 譟x謫 F 謨t, x謨t謩, 譟x謨t謩謩
]
|t=t∗1

謽 謰 謨謸謩

由此我们可以总结一般的求解过程，即

謱謮 首先考察泛函问题是否是含有限定条件、终端限制条件、终端性能指

标的謬 若有謬 则将其先化为一般形式謬 即

譾J謨x謨t謩謩 謽 謈謨x謨t1謩謩謫
r∑

i=1

µiNi謨x謨t1謩謩謫

∫ t1

t0

(
F 謨t, x, 譟x謩 謫 λ謨t謩TG謨t, x, 譟x謩

)
.

謲謮 此时若终端自由謬 则将终端性能整体看作謈謬 列出方程譛謶譝謮

謳謮 此时若终时自由謬 则将 譾J在极值解处关于t的导数为謰即可謬 如方程譛謸譝

1.1.5 哈密顿函数方法

此时我们考虑问题

J謨u謨t謩謩 謽

∫ t1

t0

f0謨t, x, u謩譤t 謨謹謩

在约束状态

譟x 謽 f謨t, x, u謩, x謨t0謩 謽 x0, x謨t1謩 謽 x1 謨謱謰謩

下达到最大值謮

此时虽然结构与我们之前讨论过的结构完全相同，但由于此时状态方

程的特殊性，我们可以将解的必要条件简化为
譟λ謨t謩 謽 −∂H

∂x
,

∂H

∂u
謽 謰,

譟x 謽 f謨t, x, u謩.

謨謱謱謩

其中H謨t, x, u, λ謩 謽 f0謨t, x, u謩 謫 λT 謨t謩f謨t, x, u謩成为哈密顿謨譈譡譭譩譬譴譯譮謩函数謮
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若考虑除了终端有约束外，其余固定，性能指标为

J謨u謨t謩謩 謽 謈謨x謨t1謩謩 謫

∫ t1

t0

f0謨x, u謩譤t 謨謱謲謩

在约束状态

譟x 謽 f謨x, u謩, x謨t0謩 謽 x0 謨謱謳謩

和终端约束

Ni謨x1謨t1謩, . . . , xn謨t1謩謩 謽 謰, i 謽 謱, . . . , r謻 r < n 謨謱謴謩

下达到最大值謮 则方程可以简化为

譟λ謨t謩 謽 −∂H
∂x

,

∂H

∂u
謽 謰,

譟x 謽 f謨x, u謩,

λ謨t1謩 謽
∂

∂x謨t1謩

[
謈謨x謨t1謩謩 謫

r∑
i=1

µiNi謨x謨t1謩謩

]
.

謨謱謵謩

且由于状态方程与性能指标方程不显含t謬 我们可以推导获得

譤H

譤t
謽
∂H

∂t
謽 謰

于是

H謨x, u, λ謩 謽 H謨x謨t1謩, u謨t1謩, λ謨t1謩謩 ≡ c.

在一般的条件下謬 我们可以得到相似的结果謬 若考虑除了终端有约束且

时刻不定外，其余固定，性能指标为

J謨u謨t謩謩 謽 謈謨t1, x謨t1謩謩 謫

∫ t1

t0

f0謨t, x, u謩譤t 謨謱謶謩

在约束状态

譟x 謽 f謨t, x, u謩, x謨t0謩 謽 x0 謨謱謷謩

和终端约束

Ni謨t1, x1謨t1謩, . . . , xn謨t1謩謩 謽 謰, i 謽 謱, . . . , r謻 r < n 謨謱謸謩
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下达到最大值謮 謨所有项均显含t謬 非自治系统謩此时有方程组謺

譟λ謨t謩 謽 −∂H
∂x

,

∂H

∂u
謽 謰,

譟x 謽 f謨t, x, u謩,

λ謨t1謩 謽
∂

∂x謨t1謩

[
謈謨t1, x謨t1謩謩 謫

r∑
i=1

µiNi謨t1, x謨t1謩謩

]
.[

H 謫
∂謈

∂t
謫

r∑
i=1

µi
∂Ni

∂t

]
|t=t1 謽 謰.

其中前謲项为譅譵譬譥譲公式的推论謬 第謳项为状态方程謬 第謴项为终端约束的推论謬

第謵项为终时自由的推论謮 同样地我们可以获得

譤H

譤t
謽
∂H

∂t
.

进而有

H謨t, x, u, λ謩 謽 H謨t1, x謨t1謩, u謨t1謩, λ謨t1謩謩 謫

∫ t

t1

∂

∂t
H謨s, x謨s謩, u謨s謩, λ謨s謩謩譤s.

总结謺 我们可以观察到謬 中间约束方程与终端约束方程均可考虑乘子法

将其化为无约束方程謬 而无终端约束导出的方程我们已经讨论过謻 若时间是

无约束的謬 则我们需要J对于时间的导数为謰謮

1.2 最大值原理

1.2.1 最大值原理

我们的最大值原理一节中，性能指标均为终端性能指标謬 由于我们能够

将终端约束项加入终端性能指标中謬 所以我们现在只考虑两种情况謮

一、初始时刻和终止时刻已定, 初端给定终端自由的最优控制问题

考虑状态方程为定常系统

譟x謨t謩 謽 f謨x, u謩

目标泛函为终端性能指标

J謨u謨t謩謩 謽 謈謨x謨t1謩謩 謨謱謹謩

且x謨t0謩 謽 x0给定謬 终端自由的最优控制问题謬 则本问题的最大值原理为
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譟λ謨t謩 謽 −∂H
∂x

,

λ謨t1謩 謫
∂謈謨x謨t1謩謩

∂x謨t1謩
.

H謨x∗謨t謩, λ謨t謩, u∗謨t謩謩 謽 譭譡譸
u∈U

H謨x∗謨t謩, λ謨t謩, u謨t謩謩.

H謨x∗, u∗, λ謩 謽 H謨x∗謨t1謩, u
∗謨t1謩, λ謨t1謩謩 ≡ c.

謨謲謰謩

其中第謳项为替代了 ∂H
∂u

謽 謰 的一项謬 加强了极值要求并减弱了光滑性的要

求謮 式子中的 H謨x, λ, u謩 謽 λ謨t謩f謨x, u謩 为哈密顿函数謮

二、初始时刻和初端已定, 终止时刻不定终端自由的最优控制问题

考虑状态方程为

譟x謨t謩 謽 f謨t, x, u謩

目标泛函为终端性能指标

J謨u謨t謩謩 謽 謈謨t1, x謨t1謩謩 謨謲謱謩

且x謨t0謩 謽 x0给定謬 t1不定且终端自由的最优控制问题謬 则本问题的最大值原

理为



譟λ謨t謩 謽 −∂H
∂x

,

λ謨t1謩 謫
∂謈謨x謨t1謩謩

∂x謨t1謩
.

H謨x∗謨t謩, λ謨t謩, u∗謨t謩謩 謽 譭譡譸
u∈U

H謨x∗謨t謩, λ謨t謩, u謨t謩謩.

H謨t1, x
∗謨t1謩, λ謨t1謩, u

∗謨t1謩謩 謽 −
∂

∂t
謈謨t1, x

∗謨t1謩謩.

H謨t, x∗, u∗, λ謩 謽 H謨t, x∗謨t1謩, u
∗謨t1謩, λ謨t1謩謩 謫

∫ t

t1

∂

∂t
H謨s, x∗謨s謩, λ∗謨s謩, u∗謨s謩謩譤s.

謨謲謲謩

其中第謳项为替代了∂H
∂u

謽 謰的一项謬 加强了极值要求并减弱了光滑性的要求謮

式子中的 H謨t, x, λ, u謩 謽 λ謨t謩f謨t, x, u謩 为哈密顿函数謮

1.3 动态规划

1.3.1 离散型动态规划

我们使用控制函数来确定整个系统的指标函数的最优值謮 状态转移方程

为

x謨k 謫 謱謩 謽 fk謨x謨k謩, u謨k謩, k謩, k 謽 謰, 謱, . . . , N.



謱 最优控制理论基础 謸

我们仅需要记住一点原则謬 在第k步的所有情况的最优行动形成一个k处的最

优策略謬 此时计算出k处及以后的指标謬 便可以忽略后面所有的行为謬 变成一

个在謰, 謱, . . . , k − 謱 步取值的k步规划问题謮 用最优性原理的语言来解释謬 即

每一个最优策略的任意一步开始的子策略都是子规划的最优策略謮

J0譛x謨謰謩, p
∗
0N 譝 謽 譯議譴

p0,k−1∈P0,k−1(x(0))

譛J0,k−1 譛x謨謰謩, p0,k−1譝 謫 譯議譴 pkNJk 譛x謨k謩, pkN 譝譝

解决问题时要使用逆推的算法謮

1.3.2 离散系统最优控制的动态规划

与离散型动态规划思路相同謬 解决问题时要使用逆推的方法謮

1.3.3 连续系统最优控制的动态规划

譟x謨t謩 謽 f謨x謨t謩, u謨t謩謩, t ∈ 譛謰, T 譝.

边界条件为 x謨謰謩 謽 x0謬 x謨T 謩自由謬 性能指标为

J 譛u謨t謩譝 謽 g謨x謨T 謩謩 謫

∫ T

0

F 謨x謨t謩, u謨t謩謩dt.

嵌入

譟x謨t謩 謽 f謨x謨t謩, u謨t謩謩, t ∈ 譛t, T 譝.

边界条件为 x謨t謩 謽 a謬 x謨T 謩自由謬 性能指标为

Ja,t譛u謨s謩譝 謽 g謨x謨T 謩謩 謫

∫ T

t

F 謨x謨t謩, u謨t謩謩dt.

设

V 謨a, t謩 謽 譳譵議
u∈A

Ja,t譛u譝, a ∈ Rn, t ∈ 譛謰, T 譝.

则有如下定理謮

(Hamilton-Jacobi-Bellman Equation)假设值函数V 謨a, t謩是自变量的C1函

数謬 则V 謨a, t謩满足以下方程謺

謨HJB謩 Vt謨a, t謩 謫 譭譡譸
u∈A
{f謨a, u謩 · ∇aV 謨a, t謩 謫 F 謨a, u謩} 謽 謰. 謨謲謳謩
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1.4 可控性和可观测性

1.4.1 可控性

线性自治控制系统的状态方程为

譟x 謽 Ax謫Bu, u ∈ U 謽 Rm 謨謲謴謩

其中謬 A为n阶常矩阵謬 B为n ×m常矩阵謬 控制系统譛謲謴譝为可控的充分必要条

件为謬

T 謽
(
B,AB, . . . , An−1B

)
的秩为n謮

若仅考虑控制函数集为特殊集U的情况下謬 我们有若以下三个条件成立

謱謮 O为U的内点謮

謲謮 譲譡譮譫謨B,AB, . . . , An−1B謩 謽 n謮

謳謮 A的每一个特征值λ都有譒譥λ ≤ 謰謮

那么任意时刻t0处的零可控性域都等于Rn謮

最后给出非自治系统可控的一个充分必要条件

譟x 謽 A謨t謩x謫B謨t謩u, u ∈ U 謽 Rm 謨謲謵謩

假设当t ≥ t0时A謨t謩为k− 謲次可微謬 B謨t謩为k− 謱次可微謬 定义n×m 矩阵序列
{Mj謨t謩} 为

M0謨t謩 謽 B謨t謩,

Mj+1謨t謩 謽 −A謨t謩Mj謨t謩 謫
譤

譤t
Mj謨t謩, j 謽 謰, 謱, . . . , k − 謲.

若对某个正整数k及每一个t1 > t0謬 存在一个 t ∈ 譛t0, t1譝謬 使得

譲譡譮譫 譛M0謨t謩,M1謨t謩, . . . ,Mk−1謨t謩譝 謽 n,

那么系统譛謲謵譝在t0处是可控的謮

离散系统的情况 若考虑离散系统

x謨k 謫 謱謩 謽 Ax謨k謩 謫 bu謨k謩.

则A可逆时謬 系统譛謱謮謴謮謱譝完全可控的充要条件是矩阵

謨b, Ab, . . . , An−1b謩

满秩謬 若A不可逆则充要条件变为

譳議譡譮
[
b, Ab, . . . , An−1b

]
⊇ 譳議譡譮

[
Ak
]
.
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1.4.2 可观测性

设控制与输出方程分别为

譟x 謽 Ax謫Bu, 謨謲謶謩

y謨t謩 謽 Cx, 謨謲謷謩

则系统譛謲謶譝是可观测的充要条件为

譲譡譮譫
(
CT , ATCT , . . . , 謨AT 謩n−1CT

)
謽 n.

当考虑离散系统时 x謨k 謫 謱謩 謽 Ax謨k謩 謫Bu謨k謩,

y謨k謩 謽 Cx謨k謩.
謨謲謸謩

则此系统完全可观测的充分必要条件是矩阵

M 謽


C

CA
謮謮謮

CAn−1


的秩等于n謮

1.5 离散控制系统

与连续系统的思路相似謬 所得到的公式形式上也相似謬 本小节的结果不

再一一列出謮

2 最优控制理论应用

2.1 物理模型领域

变分法的一个经典的案例就是所谓的最速降线问题謬 最速降线问题也

是历史上第一个出现的变分法问题謬 也是变分法发展的一个标志謮 此问题

是謱謶謹謶年约翰·伯努利在写给他哥哥雅克布·伯努利的一封公开信中提出的謮

问题的提法是謺 设譁和譂是铅直平面上不在同一铅直线上的两点謬 在所有连

接A和B的平面曲线中謬 求出一条曲线謬 使仅受重力作用且初速度为零的质点

从A点到B点沿这条曲线运动时所需时间最短謮 最终使用变分的方法我们可
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以很容易地求得这条曲线是摆线方程謬 这个例子以时间为性能指标便成为了

一个最优控制的问题謬 也是最优控制理论在数学物理中的一个重要的应用謮

下面我们介绍另外两个经典的例子謮

2.1.1 飞船的月球软着陆问题

飞船的月球软着陆问题(同样也为课本举例) 飞船靠其发动机产生一与月球

重力方向相反的推力f 謬 赖以控制飞船实现软着陆謨落到月球表面上时速度为

零謩謮 要求选择一最好发动机推力程序f謨t謩謬 使燃料消耗最少謮

设飞船质量为m謬 它的高度和垂直速度分别为h和v謮 月球的重力加速度

可视为常数g謬 飞船的自身质量及所带燃料分别为M和F 謮

自某t 謽 謰时刻开始飞船进入着陆过程謮 其运动方程为
譟h 謽 v,

譟v 謽
f

m
− g,

譟m 謽 −kf.

謨謲謹謩

其中k为一常数謮 要求控制飞船从初始状态

h謨謰謩 謽 h0, v謨謰謩 謽 v0,m謨謰謩 謽M 謫 F

出发謬 于某一时刻 tf 实现软着陆謬 即

h謨tf 謩 謽 謰, v謨tf 謩 謽 謰.

控制过程中推力f謨t謩不能超过发动机所能提供的最大推力fmax謬 即

謰 ≤ f謨t謩 ≤ fmax

满足上述限制謬 使飞船实现软着陆的推力程序f謨t謩不止一种謬 其中消耗

燃料最少者才是最佳推力程序謬 易见謬 问题可归结为求

譭譡譸 J 謽 m謨tf 謩

的数学问题謮

观察问题可知謬 此问题中推力程序f謨t謩为控制变量謬 且在任意时刻在一

闭集上取值謬 状态变量为h, v,m謮 其为初始时刻与初始值固定謬终时与终端不

定的最优控制问题謮 性能指标为终端型 m謨tf 謩謮 此时代入连续控制系统极大

值原理的公式即可解出具体表达式謮
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2.1.2 防天拦截问题

防天拦截问题 所谓防天拦截是指发射火箭拦击对方洲际导弹或其它航天武

器謮

设x謨t謩謬 v謨t謩分别表示拦截器L与目标M的相对位置和相对速度向量謮 a謨x, v謩是

包括空气动力与地心引力所引起的加速度在内的相对加速度向量謬 它是x謬

v的函数謬 既然位置和速度向量是由运动微分方程所确定的时间函数謬 因此相

对加速度也可以看成时间的函数謮 设m謨t謩是拦截器的质量謬 f謨t謩是其推力的

大小謮 用u表示拦截器推力方向的单位向量謮 C是有效喷气速度謬 可视为常数謮

于是謬 拦截器与目标的相对运动方程可写为

譟x 謽 v

譟v 謽 a謨x, v謩 謫
f謨t謩

m謨t謩
u

譟m 謽 −f謨t謩
C

初始条件为

x謨t0謩 謽 x0, v謨t0謩 謽 v0, m謨t0謩 謽 m0.

为实现拦截謬 既要控制拦截器的推力大小謬 又要改变推力方向謮 拦截火箭的

最大推力是一有限值fmax謬 瞬时推力f謨t謩应满足

謰 ≤ f謨t謩 ≤ fmax

单位向量u謬 它可以表示为

|u|2 謽 uTu 謽 謱

此时其容许控制的函数集为

S2 謽
{
x|xTx 謽 謱

}
为闭集謮

要求控制拦截器从相对于目标的初始状态出发謬 于某末态时刻tf与目标

相遇实现拦截謬 即

x謨tf 謩 謽 謰

且应满足

m謨tf 謩 ≤ me

这里謬 me是燃料耗尽后拦截火箭的质量謮 当然此式可以化为关于f的终端约

束条件謮
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一般说来謬 达到上述控制目标的f謨t謩謬 u謨t謩和tf并非唯一謮 为了实现快速

拦截謬 并尽可能地节省燃料謬 可综合考虑这两种要求謬 取性能指标为

J 謽

∫ tf

t0

譛C1 謫 f謨t謩譝 譤t 謨謳謰謩

问题归结为选择f謨t謩謬 u謨t謩和tf 謬 使规定的性能指标为最小謮 这同样是一个使

用最大值原理连续控制系统的问题謮

关于u的处理謬 我们可以将其化为一般的变量进行求解謬 由于u在单位球

面上謬 因此我们可以换为球极坐标謮
x 謽 譳譩譮謨θ謩 譣譯譳謨ϕ謩

y 謽 譳譩譮謨θ謩 譳譩譮謨ϕ謩

z 謽 譣譯譳謨θ謩

其中 謰 ≤ θ ≤ π謬 謰 ≤ ϕ ≤ 謲π謮

此外謬 在更加复杂的物理领域謬 如电力系统励磁控制謬 化工配料比謬 航天

飞行仿真謬 列车悬吊系统謬谐波减速器等方面拥有更加复杂的应用謬 方法也不

局限于最优控制的基础方法謮

2.2 管理领域应用

在经济管理领域謬 最优控制的方法也同样拥有诸多应用謬 以课本中的经

典案例举例謮

2.2.1 基金的最优管理问题

案例一. 基金的最优管理问题(课本案例)

基金会得到一笔謶謰万元的基金謬 现将这笔款存入银行謬 年利率为謱謰謥謬 该

基金会计划用謸謰年謬 謸謰年后仅剩謰謮謵万元用作基金会的结束事宜謬 根据基金会

的需要謬 每年至少支取謵万元至多支取謱謰万元作为某种奖金謮 我们的问题是制

定该基金的最优管理策略謬 即每年支取多少元才能使基金会在謸謰年中从银行

取出的总金额最大謮

该问题便是最大值原理的一个例子謮

或对于小的系统謬 需要考虑离散化

謨短期生产计划謩设有若干台同样的机器謬 每台机器可以做两种工作謬 如果用

于做第一种工作謬 每台每年可获利謳万元謬 机器的损坏率为 2
3
謻 如果用于做第

二种工作謬 每台每年可获利謲謮謵万元謬 机器的损坏率为 1
3
謻 现考虑謳年的生产周

期謬 试确定如何安排生产计划可获得最大利润謮
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2.2.2 森林碳汇核算计量模型

森林是重要的陆地生态系统謬 在应对全球气候变化中扮演着重要的角

色謮 森林碳汇指森林等吸收并储存CO2的多少謬 或者吸收并储存CO2謬 的能

力謮 森林碳汇对降低大气中温室气体浓度謬 减缓全球气候变暖具有十分重要

的作用謮

为了更好地对我国森林碳汇进行研究和管理謬 促进碳汇市场的发展謬 我

们可以建立森林碳汇核酸的模型对森林碳储备量进行估计謬 进而估计并做出

合理的利用方式謬 使得经济与生态效益最大化謮

根据森林生长特性和离散时间经济系统控制方程謬 森林碳汇核算公式可

以简单地抽象为下面的理论模型譛謵譝謺


C謨k 謫 謱謩 謽 C謨k謩 謫G謨k謩−W 謨k謩− L謨k謩

C謨k0謩 謽 C0

C謨k謩 ≥ 謰, 謰 ≤ L謨k謩 ≤ L謨k謩max

謨謳謱謩

式中C謨k謩为森林蓄积的碳储量謨单位譴謩謬 G謨k謩为森林生长的碳储量謨单

位譴謩謬 W 謨k謩为森林枯损的碳储量謨单位譴謩謬 L謨k謩为森林采伐的碳储量謨单位譴謩謬

k为年份謮

在上述模型中謬 L謨k謩 为控制变量謬 其他变量为状态变量謮 森林碳汇核算

就是要在方程譛謳謱譝的约束下謬 使森林生物碳储量损失的价值最小謮 即

譭譩譮 Jk 謽 ϕ謨C謨N謩, N謩 謫
N−1∑
k=1

F 謨C謨k謩, L謨k謩, k謩 謨謳謲謩

其中 ϕ謨C謨N謩, N謩 是森林碳储量价值的终端约束謮

根据研究譛謶譝謬 森林碳汇量 CF 与森林蓄积量 VF 之间有关系謬 经过代入

系数可以得到表达式

CF 謽 謲.謴謳謹 謨VF × 謱.謹× 謰.謵× 謰.謵謩

根据国家林业数据謬使用线性回归的方法可以得到森林碳汇的核算模型

为

C謨k 謫 謱謩 謽 謱.謰謱謱C謨k謩

林木资源碳储量的消耗和经济发展之间存在一定的关系謬 拟合譇譄譐与

与采伐损失碳储量的关系得譛謷譝謮

GDP 謽 −謷謳謴謳謰謶謲.謴謴謰 謫 謳謵謱謶謷謷謵.謴謷謱L謨k謩− 謴謱謲謵謵謸.謶謰謴L2謨k謩.
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根据有关研究报告謬 謲謰謲謰年我国森林每年采伐利用总量折算成森林生物

碳储量为謱謱謮謵謹亿譴謮 因此謬 森林碳汇的状态方程为


C謨k 謫 謱謩 謽 謱.謰謱謱C謨k謩

C謨k1990謩 謽 謱謱謸.謴謴

C謨k謩 ≥ 謰, 謰 ≤ L謨k謩 ≤ L謨k謩max 謽 謱謱.謵謹.

性能指标为

譭譩譮 J31 謽 謱謰.謱謱C謨k謩− 謲謳謱謷.謱謰 謫
30∑
k=1

謨GDP 謨k謩謩 謨謳謳謩

则令哈密顿函数

H謨k謩 謽

H謨C謨k謩, L謨k謩, λ謨k 謫 謱謩, k謩 謽

謱謰.謱謱C謨k謩− 謲謳謱謷.謱− 謷謳謴謳謰謶謲.謴謴謰謫

謳謵謱謶謷謷謵.謴謷謱L謨k謩− 謴謱謲謵謵謸.謶謰謴L2謨k謩謫

λT 謨k 謫 謱謩× 謱.謰謱謱C謨k謩 謽

− 謷謳謴謵謳謷謹.謵謴 謫 謳謵謱謶謷謷謵.謴謷謱L謨k謩−

謴謱謲謵謵謸.謶謰謴L2謨k謩 謫 謨謱.謰謱謱λT 謨k 謫 謱謩 謫 謱謰.謱謱謩C謨k謩

謨謳謴謩

解方程

譟λ謨k謩 謽
∂H∗謨k謩

∂C∗謨k謩

∂H∗謨k謩

∂L∗謨k謩
謽 謰

∂ϕ∗謨N謩

∂C∗謨N謩
謽 λ∗謨N謩

最终得到

λ∗謨N謩 謽 謱謰.謱謱 謨謳謵謩

此时謬 每年森林采伐利用量应为謴謮謲謶亿m3謮 因此上述计算结果的具体含义为謬

我国森林碳汇的最优价格为謱謰謮謱謱 謱謵謮謱謷美元謯譴謬 略高于目前国际上通用的碳

汇价格謬 反映出我国碳汇的价值变化应与国际碳汇的价值变化大体一致譛謴譝謮

2.3 总结与展望

最优控制理论在管理科学方面的应用已取得了很多极有价值的应用成

果謮 其中代表性的是美国学者譓謮譐謮塞申和譇謮譌謮汤普生所著的《最优化管理》
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一书謮 书中概述了最优控制理论在金融中的最优投资謬 生产与库存謬 推销謬 机

器设备的保养与更换等问题的应用謻 在经济方面的应用主要是根据宏观经济

相互依赖关系的计量经济模型提供经济预测謬 解释经济问题的动态行为謮 朱

道立编著的《大系统优化理论与应用》中运用最优控制理论建立经济模型謬

用譇譒譇算法来解释经济问题謬 形成经济学科中的经济最优控制謮 许多专家在

研究动态最优稳定性经济政策中也论证了最优控制在经济方面的突出作用謮

在自然资源和人口方面可以应用最优控制理论来分配不可再生资源和可再

生资源謮 此外謬 最优控制在人才分配方面的应用也有研究报道譛謱譝謮

目前最优控制理论也有诸多新进展謬 如在线优化方法中局部参数最优化

和整体最优化设计方法、预测控制中的滚动优化算法、稳态递阶控制、系

统优化和参数估计的集成研究方法謻 智能优化方法中神经网络优化方法、遗

传算法、模糊优化算法等等謮

由于传统的最优控制严重依赖动态系统的机理模型謬 难以抵抗干扰謬 且

求解的解域和解的性态不必要因素较多謬 在对实际问题求解的考量中謬 近年

强化学习有了较大的发展謮 强化学习的无模型版本是依赖采样进行优化决

策謬 而非依赖机理模型謮 模型预测控制也在过程控制领域得到了长足的应用謮

模型预测控制可以理解为贪婪版本的最优控制謮 强化学习和模型预测控制在

实用性上比最优控制是要好的謬 而且所能的应用场景更加广泛謮 因此淡化机

理模型的将会成为主流趋势謮
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